Capitolul 9. Metoda Backtracking

In practica intalnim foarte multe probleme in care o solutie se reprezinti sub forma
unui vector Xx=( X1, X2, ..., Xp) unde fiecare componenta X; ia valori dintr-o multime Sj

cu i=1,2,...,n. De reguld existd mai multe astfel de solutii. Teoretic am putea sa
generam intr-un mod oarecare toate elementele produsului cartezian S{xSox ... XSp, si
dintre acestea alegem pe cele care satisfac cerintele (conditiile) enuntate in problema.
Ne intrebdm insa dacd este eficientd o astfel de abordare. Un raspuns la aceasta
intrebare avem dacd vom considera cea mai simpla situatie Tn care toate multimile S1,
So, ..., Sp au fiecare doar cate doud elemente. Atunci existd 2" elemente care se pot

genera pentru produsul cartezian. Sa analizam cat ar dura sa le generam pe toate daca
avem la dispozitie un calculator care executa un miliard (adica 109) operatii pe secunda.

.....

n Timpul de executie

10 | 2"/10°=2 '°/10°=0,000001024 secunde
20 | 2"/10°=2*%/10°=0,001 secunde

30 | 2"/10°=2 */10°=1,074 secunde

40 | 2"10°=2 */10°=1100 secunde

50 | 2"/10°=2 */10°=313 ore
100 | 2"10°=2"/10°=40.196.936.841.331 ani
Ati astepta atdta timp ca sa generati toate elementele produsului cartezian si apoi ati
mai avea rabdarea necesara sa alegeti dintre acestea doar pe cele care va intereseaza,
adicd pe cele care indeplinesc conditiile cerute de o anumita problema?

Aceasta modalitate de a rezolva o problema de acest tip mai poartda numele de
metoda fortei brute.

Asa cum vom vedea in continuare, metoda Backtracking® este cea care ne ajuti ca
pentru astfel de probleme sa nu generam toate elementele produsului cartezian,
construind solutiile problemei pas cu pas, evitand generarea a foarte multe elemente ale
produsului cartezian care nu pot fi niciodata solutii ale problemei.

9. 1. Prezentare generala

Putem sa spunem ca metoda Backtracking se aplica la probleme in care solutia se
poate reprezenta sub forma unui vector
X =(xl,x2,...,xn)e S, xS,x...xS,_,
unde multimile Sq1, S, ..., Sy sunt multimi finite avand S1, S, ..., respectiv sp, elemente
(unde am notat cu sj cardinalul multimii Sj, adica numarul de elemente pe care le
contine multimea Sj).

! Backtracking s-ar putea traduce "urmirire inapoi" ceea ce sugereazi faptul ca orice vector solutie este
construit progresiv, incepand cu prima componentd si mergand catre ultima, cu eventuale reveniri
(urmdriri) asupra valorilor atribuite anterior (cu unul sau mai multi pasi Thapoi). Termenul ,backtrack” a
fost inventat de matematicianul american D. H. Lehmerin anii 1950. Backtrackingul este util la
rezolvarea unor probleme de satisfacere a constringerilor, cum ar fi cuvintele incrucisate, jocuri
de sudoku si alte probleme similare. Ea st la baza unei serii de limbaje de programare logica, cum ar
fi Icon, Planner si Prolog.


http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Derrick_Henry_Lehmer&action=edit&redlink=1
http://ro.wikipedia.org/wiki/Sudoku
http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Limbajul_de_programare_Icon&action=edit&redlink=1
http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Limbajul_de_programare_Planner&action=edit&redlink=1
http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Limbajul_de_programare_Prolog&action=edit&redlink=1

Pentru fiecare problemad concreta sunt date anumite relatii intre componentele
vectorului X, numite conditii interne.
Multimea finita S1xSoX ... XS (in matematica fiind numita produs cartezian, pe

care sa-I notam cu S) se numeste spatiul solutiilor posibile.

Solutiile posibile care satisfac conditiile interne se numesc solufii rezultat.

Ceea ce ne propunem este de a determina toate solutiile rezultat (cu scopul de a le
lista sau de a alege dintre ele pe cele care maximizeaza sau minimizeaza o eventuald
functie obiectiv data, adica solutiile optime). Sunt si probleme in care se cere o singura
solutie, iar in acest caz ne vom opri imediat ce am determinat una dintre ele.

Asa cum am vazut, o metoda simpla de determinare a solutiilor rezultat consta in a
genera intr-un mod oarecare toate solutiile posibile si, dintre acestea, de a verifica si a
le alege doar pe cele satisfac conditiile interne.

Sa ludm doua exemple pentru a intelege mai bine la ce tipuri de probleme se aplica
metoda Backtracking, dar vom incerca, mai intii, si le rezolvim prin metoda fortei
brute.

Problema 9.1. (Multimi de litere) Fie douda multimi de litere S;={A,B,C} si
S;={M,N}. Se cere sa se determine acele perechi (X1,x2) cu x, €S, si X, €S, cu

propriectatea ca daca X; este A sau B, atunci X, nu poate fi N.
Solutie. Pentru aceasta problema sunt posibile urmatoarele sase solutii:
(A,M), (AN), (B,M), (B,N), (C,M), (C,N).

Acestea fiind toate elementele produsului cartezian S1xS» (care am vazut ca se
numeste spatiul solutiilor posibile).

Dintre acestea numai patru indeplinesc conditiile din enuntul problemei:

(AM), (B.M), (C,M), (C.N)
acestea fiind solutii rezultat.

Problema 9.2. (Pronosport). Fie un joc de tip pronosport la care, pentru simplitate,
vom considera ca sunt in discutie doar 4 meciuri. Sa presupunem cd o persoana doreste
sd participe la acest joc, plecand cu convingerea ca in variantele castigatoare nu pot
exista mai mult de douda meciuri nule (cu pronostic X), iar in ultimul meci gazdele nu
castiga (pronosticul nu poate fi 1) si vrea sa gaseasca toate variantele care indeplinesc
aceste conditii.

Solutie. Prin urmare, problema cere determinarea unor vectori 1in care valorile
componentelor sunt pronosticuri (X, 1 sau 2) pentru cele 4 meciuri. Rezultd ca pentru
aceasta problema spatiul solutiilor posibile este produsul cartezian S1x SoxS3xSy, unde

S1=52=S3=54={1,X,2}. Pentru a fi solutie rezultat, un asemenea vector trebuie sa

indeplineasca urmatoarele doua conditii:

- in vector nu pot sa aparda mai mult de doua pronosticuri X;

- ultima componenta poate fi doar X sau 2.

Desigur, exista mai multi vectori care indeplinesc aceste conditii, ca de exemplu:
(X,1,2,X), (1,2,1,2) etc.

Utilizand metoda fortei brute, se genereazi pe rand toate cele 3*=81 solutii posibile
si dintre ele se aleg cele care satisfac conditiile din enunt. Sa observam insa ca daca in
loc de 4 meciuri vom considera 13 meciuri, asa cum se intampla in realitate, vor exista
313=1.594.323 variante, adicd un numar foarte mare de solutii posibile. Mai precis,



numarul solutiilor posibile, deci si timpul de lucru, depind exponential de lungimea n a
vectorului x.
Metoda Backtracking incearca sa evite generarea tuturor solutiilor posibile.
Descrierea metodei

Pentru a evita generarea tuturor solutiilor posibile, metoda Backtracking atribuie pe
rand valori elementelor vectorului X=(x1, X2, ..., Xp) 1n ordinea crescatoare a indicilor,
incepand cu xq. Astfel, lui Xk i se atribuie o valoare numai daca au fost atribuite deja
valori lui X1, X2, ..., Xk-1. Mai mult, odatd stabilitd o valoare pentru Xk, nu se trece
direct la atribuirea de valori lui Xk+1, ci se verifica niste conditii de continuare
referitoare la X1, X, ..., Xk. Aceste conditii stabilesc situatiile in care are sens sa trecem
la calculul lui Xk+1, neindeplinirea lor exprimand faptul ca oricum am alege
Xk+1,--Xn hu vom putea ajunge la o solutie rezultat, adicd o solutie pentru care
conditiile interne sa fie satisfacute. Decli, verificarea conditiilor de continuare este Strict
necesara pentru obtinerea unei solutii.

De exemplu, daca in problema 9.2 componentele X1 si X2 au primit amandoua
valoarea X, atunci lui x3 nu i se mai poate atribui valoarea X (pentru a nu incélca
restrictia ca numarul maxim de pronosticuri X sa fie cel mult 2, aceasta Insemnand ca
nu sunt Tndeplinite conditiile de continuare).

Evident ca in cazul neindeplinirii conditiilor de continuare va trebui sa facem o alta
alegere pentru xi sau, dacd Sk a fost epuizatd, se merge inapoi la multimea Sk_1 si se
incearca sd se faca o noud alegere pentru componenta precedenta Xk.1 a vectorului
(ceea ce Inseamna sa micsoram pe K cu o unitate) dupa care inainam la Sy si facem o
noua alegere pentru Xk (reconsiderand toate valorile din Sk). Aceastd revenire (prin
micsorarea lui K) da numele metodei, ilustrand faptul cd atunci cand nu putem avansa,
revenim la componenta anterioara din solutie.

Este evident ca intre conditiile de continuare si conditiile interne exista o stransa
legdtura.

O bund alegere pentru conditiile de continuare are ca efect o reducere a numarului
de calcule. Faptul cd valorile curente V1, V2, ..., Vk-1 ale lui X1, Xp, ..., respectiv Xk-1
satisfac condifiile de continuare nu este suficient pentru a garanta ca se va obtine o
solutie ale carei prime k-1 componente coincid cu valorile v1, vy, ..., Vk-1.

De exemplu, in cazul problemei 9.2, chiar daca valorile curente pentru X1 si X sunt
X, iar pentru x3 este 1 (deci aceste valori indeplinesc conditiile de continuare), totusi
(X, X, 1, 1) nu este solutie.

De obicei conditiile de continuare reprezinta restrictia conditiilor interne pentru
primele k componente ale vectorului. Este evident ca in cazul k=n conditiile de
continuare sunt chiar conditiile interne.

Prin metoda Backtracking, orice vector solutie este construit progresiv, incepand cu
prima componentd §i mergand catre ultima, cu eventuale reveniri asupra valorilor
atribuite anterior (cu unul sau mai multi pasi Thapoi, atata timp cét e posibild revenirea).
Prin atribuiri sau incercari de atribuire esuate din cauza nerespectarii conditiilor de
continuare, anumite valori sunt "consumate” (reamintim ca X1, X2, ..., Xn primesc valori



in multimile finite Sq, Sp, ..., Spp). Vom nota cu Ck multimea valorilor consumate deja
la momentul curent pentru componenta xi (evidentC, < S, ).

Daca ne imagindm ca vectorul X mai are o componenta suplimentara Xpn+1 (care nu
poate lua nici o valoare, adica Sp+1=®) si incercam sa dam valori componentei
k=n+1, atunci putem spune ca vectorul v=(v1, V9, ..., V) a indeplinit conditiile de

continuare (ce coincid cu conditiile interne) si prin urmare Vv este o solutie rezulat. Tn
practicd, aceastd conditie este cea utilizatd de obicei pentru a sesiza obtinerea unei
solutii.

O problema importanta este aceea a determindrii momentului in care se incheie
procesul de gasire a tuturor solutiilor. Avand in vedere ca multimile S1, So, ..., S sunt

multimi finite, iar prin reveniri succesive nu se ajunge de doud ori la aceeasi solutie
partiald, rezulta ca, la un moment dat, tot revenind, se va ajunge la momentul in care si
pentru X1 Se epuizeaza toate valorile din S1, Th aceasta situatie putand sa ne imaginam

ca vectorul x mai are o componenta suplimentara X (care nu poate lua nici o valoare,
adica Sp=®) si in acest caz inseamna c-am epuizat toate situatiile de a obtine o solutie

rezultat. In practica, aceastd conditie (k=0) este cea utilizati de obicei pentru a sesiza
obtinerea tuturor solutiilor rezultat.
Prin urmare, algoritmul general pentru metoda Backtracking poate fi sintetizat
astfel:
Initializeaza multimile de valori S1, S, ..., Sp
C1, Co, ..., Ch— @ {Initial vectorul solutie nu are valori}
k«1; {Se porneste de la prima componenta}
-cat timp k>0 executa {Nu s-au construit toate solutiile}
~daca k=n+1 atunci {S-a construit o solutie}
Retine/afiseaza solutia v=(v1, V2, ..., Vp)
k«k-1 {Revine dupa construirea unei solutii}
altfel
-daca Ci<>S| atunci {Mai exista valori neconsumate}
Alege o valoare vy din SE\Cy; Ck—Cx U {vk };
daca v=(v1,v,...,Vk) satisfac conditiile de continuare atunci {Atribuie si avanseaza}
X<—Vk; kKe—k+1
altfel {Incercare esuati}
]
altfel {Revenire}
Cy—; ke—k-1
-m
“m
-m
Programarea algoritmului de mai sus se simplificd mult, fard a restrange
generalitatea sa, daca se considera cd multimile de valori Sq, So, ..., Sy sunt de forma:

S$1={1.2,...,51}, S2={1,2,...,52}, ..., Sp={1.2,....5n}
deci fiecare multime Sk este formatd din primele Sk numere naturale, incepand cu 1.

Prin urmare, mulfimea Sk poate fi reprezentatd simplu prin numarul sau de elemente
Sk- Se presupune de asemenea ca valorile pentru fiecare componenta Xy vor fi alese in
ordine crescatoare.



In aceasta situatie, fiecare multime de valori consumate Ck este de forma
{1,2,...,vKk} si drept consecinta poate fi reprezentata doar prin valoarea V. Cum v| este
numadrul elementelor mulfimii Ck, aceasta mulfime este vida daca si numai dacd vK=0.

De exemplu, in problema 9.1, vom conveni sa reprezentam pe A, B, C respectiv prin
1, 2, 3iar pe M si N prin 1 si 2. Prin urmare, multimea Sq1 va fi reprezentata prin
numarul 3, iar Sp prin numarul 2. Se observa ca desi A si M sunt codificate prin acelasi
numar, ele se disting prin pozitia pe care o ocupa in vectorul solutie X=(X1,X2). Astfel,
Xx=(1,1) reprezinta solutia X=(A,M).

Tn foarte multe probleme, multimile in care pot lua valori componentele vectorului
sunt toate identice cu o multime finita oarecare S cu s elemente, codificata astfel:

S={1,2,...,s}.
in acest caz, algoritmul corespunzator este:
Intregi k,i;
[pentru i=1,n executa Xx[i]<0; {Solutia initiala}
n

k«1;
-cat timp k> 0 executa
-daca k=n+1 atunci { S-a construit o solutie}
retsol; {Retne/afiseaza solutia}
k—k-1; {Revenire dupa construirea unei solutii}
altfel
-daca x[k]<s atunci {Mai exista valori neconsumate pentru x[k]}
x[K]«x[k]+1; {Se alege valoarea urmatoare}
[dacé continuare(k) atunci k<k+1; {Avanseaza}
]
altfel {Revenire}
X[K]«—0; ke—k-1
m |
m
m |
Subprogramul Backtracking apeleaza:

- subrutina retsol care retine solutia, adica valorile vectorului X (in mod concret,
aceasta poate insemna listarea solutiei, compararea ei cu solutiile precedente etc.);

- functia continuare(k) verifica daca valorile primelor k componente ale vectorului
X satisfac conditiile de continuare; in caz afirmativ este intoarsa valoarea adevarat, iar
n caz contrar valoarea fals.

Un exemplu de aplicare a metodei

De exemplu, programul de mai jos genereaza solutiile jocului de pronosport
prezentat in problema 9.2. Pentru a folosi doar valori numerice elementele multimii S
au fost notate cu 1,2, si 3n loc de X, 1, respectiv 2. Programul este urmatorul:
#include <iostream>
using namespace std;
const int N=4; // Numarul de meciuri
const int S=3; // Nr. de valori {1,x,2}
int x[N+1], nrv=0; // x=vectorul solutie si nrv=nr. variantei
void init (int k)

{

x[k]=0;
}



void retsol ()
{
int i;
nrv++; cout<<"Varianta "<<nrv<<" : ";
for (i=1;i<=N;i++)
switch (x[i])
{

case 1 : cout<<"X "; break;
case 2 : cout<<"l "; break;
case 3 : cout<<"2 "; break;

}
cout<<"\n";
}

int continuare (int k)

{

int nx=0,1i; // nx este nr. pronosticuri X
for (i=1;i<=k;i++)
if (x[i]l==1) nx++;
if ((nx<=2)&& (X[N]!=2))
return 1;
else return 0;
}
void backtracking()
{
int k=1;init(1);
while (k>0)
if (k==N+1)
{retsol(); k--;}
else
if (x[k]1<S)
{
x[k]++;
if (continuare(k)) k++;
}
else {init(k); k—--;1};:
}
int main ()
{
backtracking () ;
return 0;

Caracteristici ale metodei

Metoda Backtracking este o metoda constructiva (in sensul ca solufia se
construieste incepand cu primul element al vectorului X la care addugam pas cu pas
urmatoarele elemente, numai cd, dacd nu se mai poate Tnainta, se revine la pasul
anterior, reconsiderandu-se toate elementele). Tn acest fel pot fi determinate toate
solutiile rezultat. In functie de cerintele problemei, ne putem multumi cu o singurd
solutie sau le determinam pe toate. Sunt probleme (de optimizare) in care ni se cere ca
dintre toate solutiile rezultat sa alegem, pe baza unor anumite criterii, doar pe cele care
le satisfac (acele solutii care maximizeazd sau minimizeaza o anumitd functie, numita
functie de optim).



9.2. Probleme de generare. Oportunitatea utilizarii metodei

Metoda Backtracking este una destul de costisitoare, in sensul ca ea consuma mult
timp si multd memorie, dar sunt probleme practice pentru care nu avem alte metode
mai bune de rezolvare. Unele dintre ele vor fi rezolvate in acest capitol. Chiar daci e o
metoda costisitoare, pentru anumite probleme ea nu poate fi evitata, neexistand alte
metode cu o eficientd mai bund. Ea se dovedeste utild in probleme si jocuri de logica
(cum ar fi jocul de sah, jocul sudoku, foarte multe jocuri de tip puzzle, rebus si altele),
in unele aplicatii din domeniul matematicii cum ar fi: generarea permutarilor, a
aranjamentelor, combinari, partitii ale unei multimi, etc. De asemenea, ea sta la baza
unei serii de limbaje de programare logica, cum ar fi Icon, Planner si Prolog.

Practic, metoda Backtracking este utilizeaza in aplicatii din foarte multe domenii
unde intalnim probleme pentru rezolvarea carora putem reprezenta solutia sub forma
unui vector, generand solutiile rezultat tindnd cont de anumite constrangeri (conditiile
interne). De cele mai multe ori nu este evident faptul ca solutia se reprezinta sub forma
unui vector, asa cum vom vedea si din exemplele care urmeaza.

Problema 9.3. (Problema celor n dame). Fiind data o tabla de sah, de dimensiune
nxn, se cer toate solutiile de aranjare a n dame, astfel incat doud dame oarecare sa nu se
afle pe aceeasi linie, coloana sau diagonala (adica damele sa nu se atace reciproc).

Solutie. Evident ca pe fiecare linie va fi plasata o singurd dama (daca ar fi plasate
doua dame pe aceeasi linie atunci ele S-ar ataca). Prin urmare, o solutie posibild se
poate reprezenta sub forma unui vector x cu n componente, unde pentru fiecare k de la
1 la n, Xk va preciza care este coloana pe care este plasata dama de pe linia K.

Figura urmatoare prezinta notatiile pentru tabla de sah obisnuita (cazul n=8).
X1 X2 X3 Xg4 X5 Xg X7 Xg

0 N O OB W N B

Notatiile pentru tabla de sah

In cazul acestei probleme avem s;=n, numirul solutiilor posibile fiind nN, ceea ce
face ca timpul determindrii tuturor solutiilor posibile sa fie foarte mare. Pentru a pune
in evidentd conditiile de continuare prin aplicarea metodei Backtracking vom
presupune ca pe tabla de sah sunt plasate corect damele de pe primele k-1 linii. Atunci
dama de pe linia k poate fi plasata pe linia k daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:
1) pe coloana Xk sa nu mai fi fost plasata nici o dama (adicé X, #X; Vi< k).

2) pe diagonala ce trece prin casuta (K,Xk) sd nu mai fi fost plasatd nici o dama
(adica x, —x;| # [k — i, Vi < k).
Programul este urmatorul:



#include <iostream>
#include <algorithm>
using namespace std;
#define NR 20
int n, x[NR];
int continuare (int k)
{
int i,b;
b=1; i=1;
while (b && (i<k))
if ((x[k]l==x[1i]) || (abs(x[k]-x[i])==k-1)) b=0;
else i++;
return b;
}
void retsol ()
{
int i;
for (i=1;1i<=n;i++) cout<<x[i]<<" ";
cout<<"\n";
}
void backtracking()
{
int k=1,1;
for (i=1l;i<=n;i++) x[1]1=0;
while (k!=0)
if (k==n+1)
{
retsol(); k--;
}
else
if (x[k]<n)
{

x[k]++;
if (continuare(k))
k++;
}
else
{
x[k]1=0;
k=-;
}
}
int main ()
{
cout<<"Dimensiunea tablei de sah n= ";

cin>>n;
backtracking() ;

Problema 9.4. (Generarea partitiilor unui numar natural). Se citeste un numar
natural n. Se cere sa se tipareasca toate modurile de descompunere a sa ca suma de
numere naturale.

Exemplu. Pentru n=4 avem: 1111, 112, 121, 13, 211, 22, 31, 4.

Observatie. Ordinea numerelor din suma este importanta. Astfel, se tipareste 112

dar si 211 precum si 121.



Solutie. Vecorul x contine numerele naturale in care poate fi descompus n.
Observam ca el are lungimi diferite, in functie de solutia determinatd de algoritm. Mai
observam ca lungimea maxima a unei solutii este chiar n, deoarece acesta poate fi
descompus astfel: 1+1+...+1 (n valori, toate egale cu 1), aceasta fiind prima solutie.

Multimile S1, S, ..., S sunt toate egale cu mutimea {1,2, ...,n}, prin urmare,

pentru ca Xk sa aiba successor, e suficient ca XK<n.
Conditia de continuare este ca suma S=X1+X2+...+Xk<n. Se ajunge la o solutie

atunci cand s=n. Programul e urmatorul:
#include <iostream>
using namespace std;
const int NR=30;
int x[NR],k,n,i;
void init (int k)
{
x[k]=0;
}
int succesor (int k)
{
if ( x[k]<n ) return 1;
else return 0;

int continuare (int k)

int s=0;

for (i=1;i<k;i++) s+=x[1i];
if (s<n) return 1;

else return 0;

int solutie (int k)

int s=0;
for (i=1;i<k;i++) s+=x[1i];
if (s==n) return 1;
else return 0;
}
void afisare()
{
int i;
cout<<x([1l];
for (i=2;i<k;i++) cout<<'+'<<x[1i];
cout<<'\n';
}
void back ()
{
k=1; init(1l);
while (k!=0)
{
if (solutie(k)) {afisare();k—--;}
else
if (succesor (k))
{
x[k]++;
if (continuare (k)) k++;



else {init(k); k—--;}
}
}

int main (void)

{

cout<<"Dati n = "; cin>>n;
back () ;
return 0O;

Metoda backtracking poate fi reprezentata usor, pe un arbore construit astfel:

- nivelul 1 contine radacina;

- din orice varf de pe nivelul k pleaca sy muchii spre nivelul k+1 etichetati cu cele
sk muchii ale lui Sy.

Nivelul n+1 va contine S; X S; X ... X S, varfuri. Pentru fiecare varf de pe nivelul
n+1, etichetele muchiilor continute pe drumul ce leagd radacina de acest varf reprezinta
o solutie posibila. Sa ludm si un exemplu.

Problema 9.5. (Submultimi de suma datid) Fie A=(aj, ap, .., apn) cu aj>0,
i€{1,2,...,n}. Fie M€R+. Se cautd toate submultimile B ale lui A pentru care suma

elementelor este M. (Bacalaureat, sesiunea iunie-iulie 2001, variant 5, subiectul 1V)
Pentru a putea rezolva problema prin metoda backtracking vom reprezenta solutia

sub forma x =(x1, X2, ..., Xn) unde Xj=1 daca aj€B si xj=0 in caz contrar. Pentru n=4
arborele atasat metodei backtracking este urmatorul:

AR

Daca intr-un varf conditiile de continuare nu mai sunt verificate, se va renunta la
parcurgerea subarborelui care are ca radacina acel varf, in acest fel eliminand foarte
multe dintre solutiile posibile ce nu pot fi solutii rezultat.

Diferitele variante ale metodei backtracking nu schimba esenta ei care consta in
faptul ca poate fi reprezentata pe un arbore care este parcurs "coborand” numai daca
existd sanse de a ajunge la o solutie rezultat (aceastd metoda de parcurgere a arborilor
fiind cunoscuta sub numele DF (Depth First — ,,in adancime™) si a fost propusa de
Trémaux n secolul al XIX-lea ca tehnicd de rezolvare a problemelor legate de
parcurgerea labirintelor).

Programul e urmatorul:
#include <iostream>
using namespace std;
int x[20],a[20],k,m,i,n,nrv=0;
void sortare()



int schimb=1, t;
while (schimb)
{
schimb=0;
for (i=1;i<n;i++)
if(afi]>al[i+1])
{t=alil;alil=al[i+1l];a[i+1]=t;schimb=1;}
}
}
void init ()
{
x[k]=0;
}
int succesor ()
{
int s=0;
for (i=1;i<=k;i++)s+=a[x[1i]];
if (s<m) {x[k]++;return 1;}
else return 0;

int continuare ()
for (i=1;i<k;i++)
if(x[1]>=x[1+1])return O;

return 1;

int solutie ()

int s=0;
for (i=1;i<=k;i++)s+=a[x[i]];
return (s==m);

}
void afiseazal()
{
nrv++; cout<<'B'<<nrv<<"={";
for (i=1;i<=k; i++)
cout<<a[x[i]]<<' ';
cout<<"}\n";
}
void backtracking()
{
int as;
k=1;init () ;
while (k>0)
{
do {} while ((as=succesor())&&(!continuare()));
if (as)
if (solutie()) afiseazal):;
else {k++;init();}
else k--;

}
int main ()

cout << "suma= ";cin>>m;
cout<<"n= ";cin>>n;



for (i=1;i<=n;i++)
{
cout<<"a["<<ik<"]= ";ein>>ali];

}

sortare () ;

backtracking () ;

if (!nrv) cout<<"Nu exista solutie";

return O;
}
Pentru a spori eficienta algoritmului mai Tntdi am sortat elementele multimii si am
actualizat pe parcurs suma.

Complexitatea algoritmilor Backtracking
Daca multimile Sq, S, ..., Sp au acelasi numar s de elemente, timpul necesar este

O(sM), deci exponential. Dacd multimile Sq,S2, .., Sp nu au acelagi numar de
elemente, atunci putem sa luam min{s1, s, ..., Sp} si sd@ notdm aceastd valoare cu m iar

max{s1, 52, ..., Sp} sd o notdam cu M. Atunci, timpul necesar este cuprins fntre O(mn)

si O(MN), prin urmare tot exponential.
In general, metoda Backtracking este ineficientd avand complexitate exponentiala.
Ea se utilizeaza totusi in situatiile in care se pot face optimizari in procesul de cautare,
evitand, intr-o etapa cat mai timpurie a analizei, céile care nu duc la solutie. Exista si
situatii cand rezolvarea prin metoda Backtracking nu poate fi inlocuita prin alte metode
mai eficiente cum ar fi, de exemplu, problemele in care se cer toate solutiile
acceptabile.
Deci, avand un timp de executie exponential, utilizarea metodei Backtracking se
justifica numai atunci cand nu cunoastem o altd metoda cu eficienta mai mare.
Backtracking recursiv
Pand aici am studiat numai varianta iterativi pentru metoda Backtracking. In
continuare vom aborda modalitatea de implementare recursiva a metodei Backtracking.
Presupunem ca toate cele N multimi in care pot lua valori componentele vectorului
sunt identice cu multimea finita S={1,2,...,s}. In aceasta situatie, varianta recursiva a
metodei Backtracking este urmatoarea:
backtracking(intreg k);
intregi;
rdaca k = n+1 atunci retsol {Retine solutia}
altfel
r pentrui =1, s executa
| x[K]:=1i;
|  daci continuare(k)
|_ atunci Backtracking(k+1)
L
|

|

Parametrul k din aceasta rutina reprezinta numarul de ordine al componentei lui X
ce urmeazad sa primeascd o valoare din S. Pentru initierea procesului de generare a
solutiilor, in unitatea de program care inifiaza procesul backtracking se va utiliza
apelul:
backtracking(1)



Problema 9.6. (Colorarea hartilor). Fie data o harta ca cea din figura de mai jos, in
care sunt prezentate schematic 6 tari Tq, To, T3, T4, Tgsi Tg, dintre care unele au

granite comune

T2

TL | T4{T3| T3

T6

O harta cu 6 tari

Presupunand ca dispunem doar de trei culori (galben, albastru si rosu), se cere sa se
determine toate variantele de colorare a hartii, care sa respecte conditia ca orice doua
tari vecine (care au frontierd comunad) sa fie colorate diferit.

Solutie. Pentru a memora relatia de vecinatate dintre tari este folositd matricea
vecin definita prin:

T {1 daca tarile Tisi Tjsunt vecine
VEC”{L]]= o . .

0 daca tarile Tisi Tjnu suntvecine

Pentru harta din figura de mai sus, matricea vecinZ corespunzitoare este
urmatoarea:

010101
101110
010011
110011
011101
101110

Problema poate fi generalizata usor la o hartd cu n tari ce trebuie coloratd (cu
restrictia mentionatd) folosind un numar dat de s culori.

Programul este urmatorul:
#include <iostream>
using namespace std;
const int N=6;
const int S=3;
int nv=0; // Numarul varianteili de colorare
int vecin[N+1] [N+1],x[N];
int retsol ()
{
int i; nv++;
cout<<"Varianta "<<nv<<" este: ";
for (i=1;i<=N;i++)
switch (x[i])
{
case 1 : cout<<" g ";break;
case 2 : cout<<" a ";break;

2Matricea vecin mai poarta numele si de matrice de adiaceta.



int

int

int

int

case 3 : cout<<" r ";break;
b
cout<<"\n";
return 0O;

continuare (int k)

int i=1,b=1;
while (b&é& (i<k))
{
b=! (vecin[k] [1]&& (x[k]==x[1])):
i++;
}

return b;
citeste ()

int 1i,73;
for (i=1;i<=N;i++)

for (j=1;3j<=N;]Jj++) vecin[i] [j]=0;
for (i=1;i<=N;i++)

{

n

cout<<"Tara "<<i<<" wvecina cu (0 pt. finalizare): ;
cin>>j;
while (j3!=0)
{
vecin[i] [J]=1;vecin[j][i]=1;
cin>>j;

}
cout<<"\n";
return 0O;

backtracking (int k)
int i;

if (k==N+1) retsol();
else

for (i=1;i<=S;i++)
{
x[k]=1;
if (continuare(k)) backtracking (k+1);

}

return 0;

main ()

citeste();

cout<<"Tara: 1 2 3 4 5 6"<<'\n';

backtracking (1) ;
return 0;

Problema 9.7. (Plata unei sume folosind monede de valori date) Se dau n tipuri de

monede avand valori de vy, Vo, ..., vn. Se cer toate modalitatile de plata a sumei s
utilizand aceste monede. Se presupune ca fiecare moneda exista Intr-un numar nelimitat
de exemplare.



Solutie. Valorile celor n monede sunt retinute de vectorul v. Astfel, v[1] va retine
valoarea monedei de tipul 1, v[2] valoarea monedei de tipul 2, s.a.m.d. Numarul de
monede din fiecare tip va fi retinut de vectorul sol. Astfel, sol[1] retine numarul de
monede de tipul 1, sol[2] retine numarul de monede de tipul 2, s.a.m.d.

Orice solutie are exact N componente (pentru monedele care nu sunt luate n calcul
n vectorul sol se retine 0, din acest motiv la inceput, fiecare componentd a vectorului
sol va fi initializata cu valoarea -1).

La pasul k avem la dispozitie suma obtinuta:
s=v[1]*sol[1]+Vv[2]*sol[2]+...+V[k-1]*sol[k-1].

O solutie avem numai daca:
s=v[1]*sol[1]+v[2]*sol[2]+...+V[n]*sol[n]=Suma
Programul este urmatorul:
#include <iostream>
using namespace std;
int v[100],s01[100],n,i,s,suma;
void backtracking (int k)
{ if (s==suma)
{ cout<<"Solutie\n";
for (i=1;i<=k-1;i++)
if (sol[1]!=0) cout<<sol[i]<<" monede de " <<v[i]<<"\n";
cout<<"\n";

}

else

{
sol[k]=-1;
while (((s+sol[k]*v[k])<suma) && (k<n+1))
{

sol [k]++;
s=s+sol[k]*v[k];
backtracking (k+1) ;
s=s-sol[k]*v[k];

}
int main ()

cout<<"Suma = "; cin>>suma;

cout<<"\n n= "; cin>>n;

for (i=1;i<=n;i++)

{
cout<<"v["<<i<<"]= ";
cin>>v[i];

}

backtracking (1) ;

Va ramane ca exercitiu rezolvarea problemei 1n situatia in care numarul de monede
este limitat pentru fiecare tip de moneda in parte. Astfel, numarul de monede de valoare
v; de tipul i este retinut in componenta b; din vectorul b. Astfel, pentru s=100,
v=(2,5,50), b=(10,9,4), varianta s=10x5+1x50 nu corespunde cerintei deoarece nu
avem la dispozitie 10 monede de 5, ci doar 9.



Backtracking generalizat (in plan)

In rezolvarea problemelor care necesiti determinarea unor trasee de deplasare a
unor obiecte Tn plan in zone codificate matriceal se poate utiliza o generalizare a
metodei Backtracking. Intrucat solutiile unor astfel de probleme nu se mai reprezinti
printr-un singur vector ci prin doi vectori X=(X1,X2y...,Xs) $i Y=(Y1,Y2,...,¥5) N care
(xi,yi) reprezinta indicii elementelor matricii ce constituie traseul de deplasare a
obiectului, acesti indici putem sa spunem ca reprezintd coordonatele unor puncte din
planul XOY reprezentand traseul de deplasare.

0,0) « X2 X3 Xf.1 X
Y1 Z : : |
Y2

Y3

Vi1

Vi

v

Y

Mergand si mai departe cu generalizarea, putem sa aplicam metoda intr-un spatiu
cu n dimensiuni (solutia fiind reprezentata prin n vectori).

In unele situatii problemele nu cer afisarea traseului de deplasare ci se cere si se
determine doar daca exista sau nu un asemenea traseu.

Sa studiem in continuare la modul general o problema in spatiul cu doud dimensiuni
(in plan).

Fie un caroiaj avand m linii si N coloane ca cel din figura urmatoare.

1 2 .. Jo .. N

1

o B

M

Exemplu de caroiaj
Sa presupunem ca un mobil (piesa de sah, robot etc.) pleacd din punctul (patratul)
initial (i0,j0), unde i0 reprezinta numarul liniei, iar jO reprezinta numarul coloanei si ca
el se deplaseaza conform unor reguli sintetizate (memorate) in doi vectori di si dj



avand o dimensiune d data, cu urmatoarea semnificatie: daca mobilul se afla in punctul
de coordonate (i, j), el se poate deplasa doar intr-unul dintre punctele (i+di[k],j+dj[K]),
k=1,2,...,d, bineinteles cu conditia ca sa nu iasa din caroiaj.

De exemplu, sa presupunem ca mobilul se poate deplasa doar astfel:

- cu o pozitie la dreapta pe aceeasi linie;

- CU 0 pozitie la stanga pe aceeasi linie;

- CU 0 pozitie in sus pe aceeasi coloana;

- cu o pozitie In jos pe aceeasi coloana.

Ca urmare a acestor posibilitdfi de miscare a mobilului, vom avea:
di=(0,0,1,-1) si dj=(1,-1,0,0), astfel ca, de exemplu, pentru k=2 vom avea di[Kk]=0 si
dj[K]=-1 ceea ce are urmaitoarea semnificatie: mobilul se deplaseaza zero linii si o
coloana in jos (semnul minus indicAnd miscarea mobilului la stanga si 1n jos iar semnul
plus indicand miscarea la dreapta si in sus).

in practica apar de nenumarate ori astfel de situatii si, mai mult, in unele probleme,
se considerd ca anumite patrate ale caroiajului sunt "ocupate" (ceea ce inseamnd ca
mobilul nu poate fi plasat prin deplasari succesive intr-un astfel de patrat). Bineinteles
ca patratul initial se presupune ca nu este ocupat.

Frecvent se intalnesc probleme ce constau in:

- simularea miscarii mobilului;

- determinarea patratelor in care mobilul poate sa ajunga prin deplasari permise;

- determinarea unei succesiuni de deplasari in urma carora mobilul poate sd ajunga
intr-un punct (if,jf) dat, daca o astfel de succesiune exista;

- determinarea celei mai scurte succesiuni de deplasari in urma carora mobilul poate
sa ajunga intr-un punct (if,jf) dat, accesibil din punctul initial (traseul optim).

Astfel de probleme pot fi rezolvate si prin aplicarea metodei Backtracking (dar in
unele situatii sunt mult mai eficiente alte metode cum ar fi, de exemplu, metoda Branch
and Bound).

Pentru rezolvarea unor astfel de probleme cu metoda Backtracking, vectorului x
intalnit pand acum in acest capitol va avea In continuare o noud semnificatie.
Elementele sale vor lua valori in multimea {1,2,...,d} iar semnificatia sa este
urmatoarea: dacd dupa k-1 mutari mobilul a ajuns in pozitia (i,j), atunci, dupa
urmatoarea sa mutare, mobilul va ajunge in pozitia (i+di[x[K]],j+dj[x[K]]). Cu alte
cuvinte, vectorul X va contine numarul de ordine al deplasarilor permise (adicd va
contine indicele la care s-a ajuns in tablourile di si dj).

Functia continuare va fi tot o functie booleana ce permite sa determinam daci o
anumitd Incercare de deplasare este permisd, adica nu se ajunge la vreuna dintre
eventualele pozitii ocupate si nu se iese din caroia;.

Rutina Backtracking este asemanatoare cu cele utilizate anterior in acest capitol
numai ca vor aparea in plus in ea variabilele i si j cu semnificatia ca (i,j) este pozitia
curentd a mobilului.

Sa aplicam toate acestea la o problema concreta.

Problema 9.8. (Saritura calului3). Fie data o "tabla de sah", de dimensiune nxn.
Se pleaca cu un cal din pozitia (1,1), adica din coltul din stanga sus. Nefiind interzisa
nici o pozitie, se cere sa se efectueze cu calul, conform regulilor jocului de sah, o

3Aceasta problema a fost enuntata explicit pentru prima data de catre Leonhard Euler.



succesiune de mutari astfel Tncat calul sa treaca o data si numai o data prin fiecare
patrat al tablei de sah.

C

patratelele negre reprezentand locurile unde poate fi mutat calul, vom avea:
di=(1,2,2,1,-1,-2,-2,-1) si
dj=(2,1,-1,-2,-2,-1,1,2).

Se va utiliza o matrice a. Pentru ca verificarile efectuate de functia continuare sa fie
mai usoare, vom "borda™ matricea a cu doua prime linii, cu doua ultime linii, cu doua
prime coloane si cu doua ultime coloane, patratele nou introduse prin bordare intrand in
categoria celor ocupate (interzise). Bordarea s-a facut cu cate 2+2 linii si 2+2 coloane
deoarece calul poate sa sara cu cate doua patratele la dreapta, sus, stdnga sau jos. Drept
urmare, liniile si coloanele vor fi numerotate cu -1,0,1,...,n,n+1,n+2. Ne propunem ca

in final matricea a sa ilustreze traseul calului, deci sa contina elementele 1,2,...,n2 astfel
incat o saritura a calului de pe o pozitie pe pozitia urmatoare sa corespunda la numere
succesive Tn matrice. Pozitiile interzise vor primi valoarea -1, iar cele libere (pozitiile
efective ale tablei de sah) vor primi valoarea 0 (aceste initializari fiind efectuate de
rutina inigializare). Prin urmare, calul poate sa treaca in pozitia (i,j) daca si numai daca
a[i,j]=0.

Pentru a evita determinarea de solutii simetrice, vom pune a[2,3]=2 si vom incepe
cu k=2, a[1,1]=1 si a[2,3]=2. De altfel vom urmari determinarea unei singure solutii
pentru ca vom vedea ca si asa timpul de executie va fi destul de mare chiar pentru
valori mici ale lui n. Deficienta acestui algoritm consta in faptul ca ordinea de
deplasare a calului plecand din pozitia initiala este prestabilita prin vectorii di si dj,
fixati de la Tnceput.

Rutina backtracking() se termina cand au fost ocupate toate cele n2 campuri ale

tablei de sah. Programul este urmatorul:

#include <iostream>

using namespace std;

int di[81={1,2,2,1,-1,-2,-2,-11,
dj (81={2,1,-1,-2,-2,-1,1,2},
all3]1[13],x[100],
i,n,n2;

int initializare()

int i,7;
for (i=0;i<=n+3;i++)
{

}
for (i=2;i<=n+1;i++)



for (J=2;]j<=n+1;J++) alil[]j]1=0;
return O;

int continuare(int i,int 3J)

if (a[i][j]==0) return 1;
else return 0;

}i

int retsol ()

int 1i,73;
for (i=2;i<=n+1;i++)
{
for (3=2;j<=n+1;j++)
if (al[i][J]1>9) cout<<al[i][jI<<" ";
else cout<<" "<<al[i][JI<<" ";
cout<<"\n";
}

return 0O;

int backtracking()

int k,1,73;
alz][2]=1;al3][4]1=2;
i=3;3=4;k=2;x[k]=-1;
while (k>1)
if (k==n2) k=0;
else
if (x[k]<7)
{
x[k]++;
if (continuare(i+di[x[k]],Jj+djlx[k]]1))
{
i=i+dilx[k]];3j=j+dj[x[k]];
k++;ali]l [J1=k;x[k]=-1;
}
}
else
{
ali] [3]1=0;k--;
i=i-di[x[k]];j=3-dj[x[k]];

return 0;
int main ()

cout<<'"n= ";ecin>>n;cout<<"\n";
initializare(); n2=n*n;
backtracking () ;

retsol () ;

return 0;

Problema sariturii calului poate fi rezolvata folosind si alte metode de programare
(ca, de exemplu, metoda Branch and bound sau algoritmii probabilistici cum ar fi
algoritmii Las Vegas) ce permit obtinerea solutiei intr-un timp mult mai scurt.



Variante ale metodei Backtracking

Pana acum am prezentat metoda Backtracking Tn forma sa standard. Tn practica se
intalnesc nenumarate “abateri” de la aceasta forma standard a metodei Backtracking,
dintre care cele mai uzuale sunt urmatoarele:

- solutia x poate avea un numar variabil de componente (deci nu neaparat n);

- dintre solutii trebuie aleasa una care sa maximizeze (minimizeze) o functie de cost
data iar aceasta solutie se va numi solugie optima.

Problema care urmeaza ilustreaza ambele aspecte mentionate mai sus.

Problema 9.9. (Subsir maxim). Fie dat un vector a cu n componente ntregi. Sa se
determine un subsir al lui a (ale carui elemente sunt luate dintre componentele
vectorului a nu neaparat unul imediat dupa celalalt) de lungime maxima, subsir ale
carui elemente sunt in ordine crescatoare. Mai precis, se cauta cea mai mare valoare k
pentru care exista indicii x[1]<x[2]< ... <x[K] astfel incat a[x[1]]<a[x[2]]< ... <a[x[K]].

Exemplu. Pentru n=8 si a=(1,2,5,3,9,4,7,8), se obtine k=6, 0 secventa de indici
satisfacand conditiile date fiind 1,2,4,6,7,8, careia 1i corespunde subsirul (1,2,3,4,7,8)
format din elemente ale vectorului a care sunt in ordine crescatoare (in vectorul luat ca
exemplu ele sunt subliniate).

Solurie. O solutie va fi un vector x ce contine secventa de indici ai tabloului a cu
restrictiile mentionate Tn problema si care satisface in plus conditia ca el nu mai poate fi
suplimentat in plus cu inca o componenta. Astfel, pentru exemplul dat, cazul particular
x=(1,2,3,7,8) este considerat solutie (solutia in acest caz fiind subsirul (1,2,5,7,8)
corespunzator indicilor dati de x); in schimb x=(1,2,3) nu este solutie, deoarece poate fi
suplimentat, de exemplu, cu componenta 7. Lungimea efectiva va fi memorata n
variabila k.

Functia de cost ataseaza fiecarei solutii lungimea sa.

Tn variabila kf va fi memorati lungimea unei solutii optime, iar solutia optima va fi
memorata Tn vectorul xf. Vom pune initial kf=0, urmand ca de fiecare data cand
determinam o solutie x de lungime k sa verificam daca k>kf, in caz afirmativ
actualizand pe xf si kf (acest lucru realizandu-I rutina retsol).

Cerinta problemei ca indicii sa fie in ordine crescatoare impune ca pentru k>1,
initializarea pentru x[K] sa fie:

X[K]:=x[k-1]

Pentru a usura verificarile realizate de functia continuare, vom introduce doua
componente suplimentare: a[0] care va fi initializata cu cea mai mica valoare intreaga
si, respectiv a[n+1] care va fi initializata cu cea mai mare valoare intreaga; Tn acest
mod putand identifica usor faptul ca o secventa crescatoare de indici X[1]<x[2]<...<X[K]
nu poate fi suplimentata, verificand conditia x[K]<n+1.

Programul este urmatorul:
#include <iostream>
using namespace std;
#define MAXINT 32767
int a{100],x[100],x£[100],n,kf,1i;
int continuare (int k)
{
if (a[x[k-1]]l<a[x[k]]) return 1;
else return 0;
}
void retsol (int k)
{



int 1i;
if (k>kf)
{
kf=k;
for (i=1l;i<=kf;i++) xf[i]l=x[1];
}
}
void backtracking ()
{
int k=1;
x[0]=0; x[1]1=0;
while (k>0)
if (x[k]<n+1)
{
x[k]++;
if (continuare(k))
{
if (x[k]==n) { retsol(k); k--; }
else { k++; x[k]=x[k-1]; }
}
}
else k--;
}
int main ()
{
cout<<"n= "; ecin>>n;cout<<'\n';
cout<<"Elementele vectoruluil\n";
for (i=1;i<=n;i++) cin>>a[i];
a[0]=-MAXINT; n++; a[n]=MAXINT;
kf=0; backtracking() ;
cout<<"O secventa crescatoare de lg. max. este:\n";
for (i=1;i<=kf-1;i++)
cout<<a[xf[i]]<<" ";
cout<<"\n";
cout<<" si are lungimea "<<kf-1;
return O;
}
Teste grila
1. Utilizand metoda backtracking se genereaza in ordine lexicografica cuvintele de cate
patru litere din multimea A={a,b,c,d,e}, cuvinte care nu contin doua vocale alaturate.
Primele opt cuvinte generate sunt, in ordine: abab, abac, abad, abba, abbb, abbc, abbd,
abbe. Céte dintre cuvintele generate incep cu litera b si se termina cu litera e?
a. 9 b. 15 c. 12 d. 20
(Bacalaureat 2009, varianta 1, 111, 1)
2. Utilizand metoda backtracking se genereaza in ordine lexicografica cuvintele de cate
patru litere din multimea A={a,b,c,d,e}, cuvinte care nu contin doua vocale alaturate.
Primele opt cuvinte generate sunt, in ordine: abab, abac, abad, abba, abbb, abbc,
abbd, abbe. Care este ultimul cuvant generat?
a. edcb b. eeee c. edde d. eded
(Bacalaureat 2009, varianta 2, 11, 1)
3. Utilizand metoda backtracking se genereaza in ordine lexicografica cuvintele de cate
patru litere din multimea A={a,b,c,d,e}, cuvinte care nu contin doua vocale alaturate.
Primele opt cuvinte generate sunt, in ordine: abab, abac, abad, abba, abbb, abbc,



abbd, abbe. Care este penultimul cuvant generat?
a. edec b. eded c. edde d. edcb

(Bacalaureat 2009, varianta 3, 111, 1)
4. Utilizand metoda backtracking se genereaza in ordine lexicografica cuvintele de cate
patru litere din multimea A={a,b,c,d,e}, cuvinte care nu contin doua vocale alaturate.
Primele opt cuvinte generate sunt, n ordine: abab, abac, abad, abba, abbb, abbc,
abbd, abbe. Care este antepenultimul cuvant generat?
a. edde b. eddb c. edeb d. edcb

(Bacalaureat 2009, varianta 4, 111, 1)
5. Folosind modelul combindrilor se genereazd numerele naturale cu cate trei cifre
distincte din multimea {1,2,3,7}, numere cu cifrele in ordine strict crescatoare,
obtinandu-se, in ordine: 123, 127, 137, 237. Daca se utilizeaza exact aceeasi metoda
pentru a genera numerele naturale cu patru cifre distincte din mulfimea
{1,2,3,4,5,6,7,8}, cate dintre numerele generate au prima cifra 2 si ultima cifra 7?
a. 8 b. 3 c. 4 d. 6

(Bacalaureat 2009, varianta 5, 111, 1)
6. Utilizand metoda backtracking sunt generate numerele de 3 cifre, avand toate cifrele
distincte si cu proprietatea ca cifrele aflate pe pozitii consecutive sunt de paritate
diferita. Stiind ca primele sase solutii generate sunt, in aceasta ordine, 103, 105, 107,
109, 123, 125, care este a zecea solutie generata?
a. 145 b. 147 c. 230 d. 149

(Bacalaureat 2009, varianta 6, 111, 1)
7. Folosind tehnica bactracking un elev a scris un program care genereazd toate
numerele de cate n cifre (0<n<9), cifrele fiind in ordine strict crescatoare. Daca n este
egal cu 5, scrieti in ordine crescatoare toate numerele avand cifra unitatilor 6, care vor
fi generate de program.

(Bacalaureat 2009, varianta 7, 111, 2)
8. Utilizdnd metoda backtracking sunt generate numerele de 3 cifre care au cifrele in
ordine crescatoare, iar cifrele aflate pe pozitii consecutive sunt de paritate diferita.
Stiind ca primele cinci solutii generate sunt, in aceasta ordine, 123, 125, 127, 129, 145,
care este cel de al 8-lea numar generat?
a. 169 b. 149 c. 167 d. 147

(Bacalaureat 2009, varianta 8, I11, 1)
9. Utilizand metoda backtracking, sunt generate in ordine crescatoare toate numerele de
3 cifre, astfel incat cifrele sunt in ordine crescatoare, iar cifrele aflate pe pozitii
consecutive sunt de paritate diferitad. Stiind cd primele trei solutii generate sunt, in
aceastd ordine, 123, 125, 127, scrieti toate numerele generate care au suma cifrelor
egala cu 12.

(Bacalaureat 2009, varianta 9, 111, 2)
10. Un elev a scris un program care, folosind metoda backtracking, genereaza toate
numerele de cate 5 cifre, cifrele fiind in ordine strict crescatoare. Scrieti toate numerele
generate de program care au prima cifra 5.

(Bacalaureat 2009, varianta 10, 111, 2)

11. Un algoritm de tip backtracking genereaza, in ordine lexicografica, toate sirurile de
5 cifre 0 si 1 cu proprietatea ca nu existda mai mult de doua cifre 0 pe pozitii
consecutive. Primele 7 solutii generate sunt: 00100, 00101, 00110, 00111, 01001,
01010, 01011. Care este a 8-a solutie generata de acest algoritm?



a. 01110 b. 01100 c. 01011 d. 01101

(Bacalaureat 2009, varianta 11, 111, 1)
12. Pentru a scrie valoarea 10 ca suma de numere prime se foloseste metoda
backtracking si se genereazd, in aceastd ordine, sumele distincte: 2+2+2+2+2,
2+2+3+3, 2+3+5, 3+7, 5+5. Folosind exact aceeasi metoda, se scrie valoarea 9 ca suma
de numere prime. Care sunt primele trei solutii, in ordinea generarii lor?

(Bacalaureat 2009, varianta 12, 111, 2)
13. Trei baieti, Alin, Bogdan si Ciprian, si trei fete, Delia, Elena si Felicia, trebuie sa
formeze o echipa de 3 copii, care sa participe la un concurs. Echipa trebuie sa fie
mixta(adica sa contind cel putin o fata si cel putin un baiat). Ordinea copiilor in echipa
este importanta deoarece aceasta va fi ordinea de intrare a copiilor in concurs (de
exemplu echipa Alin, Bogdan, Delia este diferita de echipa Bogdan, Alin, Delia).

» (Cate echipe se pot forma, astfel incat din ele sa faca parte simultan Alin si
Bogdan?
» Dati exemplu de o echipa corect formata din care sa nu faca parte nici Alin si
nici Bogdan.

(Bacalaureat 2009, varianta 13, 111, 2)
14. Utilizand metoda backtracking se genereaza permutarile cuvantului info. Daca
primele trei solutii generate sunt: fino, fion, fnio care este cea de-a cincea solutie?
a. foin b. fnoi c. foni d. ifon

(Bacalaureat 2009, varianta 14, 111, 1)
15. Cate numere cu exact doua cifre pot fi construite folosind doar cifre pare distincte?
a. 12 b. 16 c. 20 d. 25

(Bacalaureat 2009, varianta 15, 111, 1)
16. Un algoritm genereaza in ordine crescatoare toate numerele de n cifre, folosind
doar cifrele 3, 5 si 7. Daca pentru n=5, primele cinci solutii generate sunt 33333,
33335, 33337, 33353, 33355, precizati care sunt ultimele trei solutii generate, in
ordinea generarii.

(Bacalaureat 2009, varianta 16, 11, 2)
17. Un algoritm genereaza in ordine descrescitoare toate numerele de 5 cifre, fiecare
dintre ele avand cifrele in ordine strict crescatoare. Stiind cd primele cinci solutii
generate sunt 5678946789, 45789, 45689, 45679, precizati care sunt ultimele trei
solutii generate, in ordinea generarii.

(Bacalaureat 2009, varianta 17, 111, 2)
18. Un algoritm genereazd, in ordine lexicografica, toate sirurile alcatuite din cate n
cifre binare(0 si 1). Stiind ca pentru n=5, primele patru solutii generate sunt 00000,
00001, 00010, 00011, precizati care sunt ultimele trei solutii generate, in ordinea
obtinerii lor.

(Bacalaureat 2009, varianta 18, 111, 2)
19. Un algoritm genereaza in ordine crescatoare, toate numerele de n cifre (n<9), cu
cifre distincte, care nu au doua cifre pare alaturate. Daca pentru n=5, primele cinci
solutii generate sunt 10325, 10327, 10329, 10345, 10347, precizati care sunt
urmatoarele trei solutii generate, in ordinea obtinerii lor.

(Bacalaureat 2009, varianta 19, I11, 2)
20. Un algoritm genereaza in ordine descrescatoare, toate numerele de n cifre (n<9), cu
cifrele In ordine strict crescatoare, care nu au doud cifre pare alaturate. Dacd pentru
n=5, primele cinci solutii generate sunt 56789, 45789, 45679, 45678, 36789, precizati



care sunt urmatoarele trei solutii generate, in ordinea obtinerii lor.

(Bacalaureat 2009, varianta 20, 111, 2)
21. In timpul procesului de generare a permutarilor multimii {1,2,...,n} prin
metoda backtracking, in tabloul unidimensional x este plasat un element xx (1< k< n).
Acesta este considerat valid daca este indeplinita conditia:
d. Xke{Xl, X2 eeey Xk-l} b. Xi# Xkt
C. Xkﬁ{Xl, X2y eeey Xn} d. X Xkt $i XkF Xk+1

(Bacalaureat 2009, varianta 22, 111, 1)
22. Generand sirurile de maximum 3 caractere distincte din multimea {A,B,C,D,E},
ordonate lexicografic, obtinem succesiv: A, AB, ABC, ABD, ... . Ce sir va fi generat
imediat dupa BAE?
a. BCA b. CAB c.BC d. BEA

(Bacalaureat 2009, varianta 24, 111, 1)
23. Un program citeste o valoare naturala nenuld impard pentru n si apoi genereaza si
afiseaza in ordine crescatoare lexicografic toate combinatiile formate din n cifre care
indeplinesc urmatoarele proprietati:

- incep si se termina cu 0;

- modulul diferentei intre oricare doua cifre alaturate dintr-o combinatie este 1.
Astfel, pentru n=5, combinatiile afisate sunt, in ordine, urmatoarele: 01010, 01210.
Daca se ruleaza acest program si se citeste pentru n valoarea 7, imediat dupa
combinatia 0101210 va fi afisata combinatia:

a. 0121210 b. 0123210 c. 0111210 d. 0121010
(Bacalaureat 2009, varianta 25, 111, 1)
24. Pentru generarea numerelor cu n cifre formate cu elementele multimii {0,2,9} se
utilizeaza un algoritm backtracking care, pentru n=2, genereaza, in ordine, numerele
20,22,29,90,92,99. Daca n=4 si se utilizeaza acelasi algoritm, care este numarul generat
imediat dupa numarul 2009?
a. 2002 b. 2020 c. 2090 d. 2010
(Bacalaureat 2009, varianta 26, 111, 1)
25. Pentru generarea in ordine crescatoare a numerelor cu n cifre formate cu elementele
multimii {0,2,8} se utilizeaza un algoritm backtracking care, pentru N=2, genereaza, in
ordine, numerele 20,22,28,80,82,88. Daca n=4 si se utilizeaza acelasi algoritm,
precizati cate numere generate sunt divizibile cu 100?
a. 8 b. 90 c. 6 d. 10
(Bacalaureat 2009, varianta 27, 11, 1)
26. In cate dintre permutirile elementelor multimii {I’,’N’,”F>,’0O’} vocalele apar pe
pozitii consecutive?
a. 24 b. 6 c. 12 d 4
(Bacalaureat 2009, varianta 29, IlI, 1)
27. Pentru generarea numerelor cu n cifre formate cu elementele multimii {0,4,8} se
utilizeaza un algoritm backtracking care, pentru Nn=2, genereaza, in ordine, numerele
40,44,48,80,84,88. Daca n=4 si se utilizeaza acelasi algoritm, care este numarul generat
imediat dupa numarul 40087
a. 4040 b. 4004 c. 4080 d. 8004

(Bacalaureat 2009, varianta 30, 111, 1)
28. Avand la dispozitie cifrele 0, 1 si 2 putem genera, in ordine crescatoare, numere
care au suma cifrelor egala cu 2 astfel incat primele 6 numere generate sunt, in aceasta



ordine: 2, 11, 20, 101, 110, 200. Folosind acelasi algoritm se genereaza numere cu
cifrele 0, él. 2 si 3 care au suma cifrelor egala cu 4. Care va fi al 7-lea numar din aceasta
generare *

a. 103 b. 301 c. 220 d. 130

(Bacalaureat 2009, varianta 31, 111, 1)
29. In vederea participarii la un concurs, elevii de la liceul sportiv au dat o proba de
selectie, in urma careia primii 6 au obtinut punctaje egale. In cate moduri poate fi
formata echipa selectionata stiind ca poate avea doar 4 membri, alesi dintre cei 6, si ca
ordinea acestora in cadrul echipei nu conteaza?

a. 24 b. 30 c. 15 d 4

(Bacalaureat 2009, varianta 32, 111, 1)
30. Folosind un al%oritm de generare putem obtine numere naturale de K Cifre care au

suma cifrelor egala cu un numar natural s. Astfel, pentru valorile k=2 si s=6 se

genereazd, in ordine, numerele: 15, 24, 33, 42, 51, 60. Care va fi al treilea numar
generat pentru k=4 si s=5?
a. 1301 b. 1022 c. 2201 d. 1031
(Bacalaureat 2009, varianta 33, 111, 1)
31. Completarea unui bilet de LOTO presupune colorarea a 6 numere dintre cele 49,
inscrise pe bilet. O situatie statisticd pe o anumita perioada de timp aratd ca cele mai
frecvente numere care au fost extrase la LOTO sunt: 2, 20, 18, 38, 36, 42, 46, 48. Céte
bilete de 6 numere se pot completa folosind doar aceste valori, stiind ca numarul 42 va
fi colorat pe fiecare bilet?
a. 21 b. 6! c. 42 d. 56
(Bacalaureat 2009, varianta 34, 111, 1)
32. Utilizdm metoda backtracking pentru generarea tuturor modalitdtilor de a scrie
numarul 9 ca suma a cel putin doud numere naturale nenule distincte. Termenii fiecarei
sume sunt Tn ordine strict crescatoare. Solutiile se genereaza in ordinea: 1+2+6, 1+3+5,
1+8, 2+3+4, 2+7, 3+6 si 4+5. Se aplicd exact aceeasi metoda pentru scrierea lui 12.
Scrieti, in ordinea generarii, toate solutiile de forma 2+...
(Bacalaureat 2009, varianta 36, 11, 2)
33. Se utilizeazd un algoritm pentru a genera In ordine lexicograficd inversa toate
permutarile multimii {1,2,3,4,5}. Primele patru permutari generate sunt: 54321, 54312,
54231, 54213. A cincea permutare este:
a. 53421 b. 54321 c. 54132 d. 54123
(Bacalaureat 2009, varianta 37, 11, 1)
34. Utilizam metoda backtracking pentru generarea tuturor modalitatilor de a scrie
numadrul 9 ca suma a cel putin doud numere naturale nenule distincte. Termenii fiecarei
sume sunt in ordine strict crescatoare. Solutiile se genereaza in ordinea: 1+2+6, 1+3+5,
1+8, 2+3+4, 2+7, 3+6 si4+5. Se aplica exact aceeasi metoda pentru scrierea lui 8. Cate
solutii vor fi generate?
a. 3 b. 4 c. 6 d. 5
(Bacalaureat 2009, varianta 38, 1lI, 1)
35. Utilizam metoda backtracking pentru generarea tuturor modalitatilor de a scrie
numadrul 6 ca suma a cel putin doud numere naturale nenule. Termenii fiecarei sume
sunt 1n ordine crescatoare. Solugiile se genereazd in ordinea: 1+1+1+1+1+1,
1+1+1+1+2, 1+1+1+3, 1+1+4, 1+5, 2+2+2, 2+4 51 3+3. Se aplicad exact aceeasi metoda
pentru scrierea lui 9. Care este penultima solutie?
a. 3+3+3 b. 3+6 C. 4+5 d. 2+7
(Bacalaureat 2009, varianta 39, 11, 1)



36. Utilizam metoda backtracking pentru generarea tuturor modalitatilor de a scrie
numadrul 6 ca suma a cel putin doud numere naturale nenule. Termenii fiecarei sume
sunt in ordine crescatoare. Solutiile se genereaza in ordinea: 1+1+1+1+1+1,
1+1+1+1+42, 1+1+1+43, 1+1+4, 1+5, 2+2+2, 2+4 si 3+3. Se aplica exact aceeasi metoda
pentru scrierea lui 9. Cate solutii de forma 2+... vor fi generate?
a. 2 b. 3 c. 4 d. 5
(Bacalaureat 2009, varianta 40, 111, 1)
37. Utilizdnd metoda backtracking se genereaza toate permutarile multimii {1,2,3,4}.
Daca primele trei permutdri generate sunt, in acesta ordine: 1234, 1243, 1324 precizati
care este permutarea generata imediat dupa 3412.
a. 3214 b. 3413 c. 4123 d. 3421
(Bacalaureat 2009, varianta 42, 111, 1)
38. Utilizand metoda backtracking se genereazd numerele formate din cate 3 cifre
distincte din multimea {1,3,5,7}. Daca primele trei numere generate sunt, in acesta
ordine: 135, 137, 153 care este cel de-al patrulea numar generat?
a. 315 b. 173 c. 157 d. 357
(Bacalaureat 2009, varianta 43, 111, 1)
39. Utilizand metoda backtracking se genereaza toate cuvintele de cate 3 litere din
multimea {a,b,c}. Daca primele patru cuvinte generate sunt, in acesta ordine: aaa, aab,
aac, aba, care este cel de-al optulea cuvant generat?
a. acb b. acc c. aca d. bca
(Bacalaureat 2009, varianta 45, 111, 1)
40. Un program genereaza, in ordine crescatoare, numerele naturale de exact 5 cifre
din multimea {1, 2, 3, 4, 5}. Fiecare dintre numerele generate are cifrele distincte doua
cate doua. Primele 3 numere astfel generate sunt: 12345, 12354, 12435. Care este
numadrul generat imediat dupa 125437
a. 15342 b. 12534 c. 13245 d. 13452
(Bacalaureat 2009, varianta 46, 111, 1)
41. Tntr-un penar sunt opt creioane: trei sunt rosii, doud albastre si trei negre. Daca
fie rosii?
a. 6 b. 12 c. 15 d. 3
(Bacalaureat 2009, varianta 47, 111, 1)
42. Se genereaza prin metoda backtracking multimile distincte ale caror elemente sunt
numere naturale nenule si care au proprietatea ca suma elementelor fiecarei mulfimi
este egala cu 7. Astfel, sunt generate, in aceasta ordine, multimile: {1,2,4}, {1,6}, {2,5},
{3,4}, {7}. Folosind aceeasi metodd pentru a genera multimile distincte ale caror
elemente sunt numere naturale nenule si care au proprietatea ca suma elementelor
fiecarei mulfimi este egalda cu 9, stabilifi in ce ordine sunt generate urmatoarele
multimi: M1={2,3,4}; M2={3,6}; M3={2,7}; M4={4,5}.
(Bacalaureat 2009, varianta 48, 111, 2)
43. Se genereaza 1n ordine strict crescatoare numerele de cate sase cifre care confin:
cifra 1 o singura data, cifra 2 de doua ori si cifra 3 de trei ori. Se obtin, in aceasta
ordine, numerele: 122333, 123233, 123323, ..., 333221. Cate numere generate prin
aceastd metoda au prima cifra 1 si ultima cifra 2?
a.l b. 3 c. 4 d. 8
(Bacalaureat 2009, varianta 49, 11, 1)



44. Se genereaza 1n ordine strict crescatoare toate numerele de cate sase cifre care
contin: cifra 1 o singurd data, cifra 2 de doua ori si cifra 3 de trei ori. Se obtin, in
aceasta ordine, numerele: 122333, 123233, 123323, ..., 333221. Ce numar se afla
imediat inaintea si ce numar se afla imediat dupd numarul 332312 in sirul numerelor
generate?

(Bacalaureat 2009, varianta 50, 11, 2)
45. Utilizand metoda backtracking, se genereaza in ordine lexicografica toate
anagramele cuvantului caiet ( cuvinte formate din aceleasi litere, eventual in alta
ordine). Cate cuvinte care incep cu litera t vor fi generate?
a1l b. 6 c. 12 d. 24

(Bacalaureat 2009, varianta 52, 111, 1)
46. Utilizand metoda backtracking se genereazd in ordine lexicograficd toate
anagramele cuvantului caiet ( cuvinte formate din aceleasi litere, eventual in alta
ordine). Care este a sasea solutie?
a. catei b. actie c. actei d. catie

(Bacalaureat 2009, varianta 54, 111, 1)
47. Utilizdnd metoda backtracking se genereaza toate matricele patratice de ordinul 4
ale caror elemente apartin multimii {0,1}, cu proprietatea ca pe fiecare linie si pe
fiecare coloand exista o singura valoare 1. Primele 4 solutii generate sunt, in aceasta
ordine:

1000 1000 1000 1000
0100 0100 0010 0010
0010 0001 0100 0001
0001 0010 0001 0100
Care este a opta solutie?
a. 0100 b. 0100 c. 0100 d. 0010
1000 1000 0010 1000
0001 0010 1000 0100
0010 0001 0001 0001

(Bacalaureat 2009, varianta 55, 111, 1)
48. Se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera in ordine lexicografica toate
cuvintele de cate patru litere din multimea {d,a,n,s}, astfel incat in niciun cuvant sa nu
existe doud litere aldturate identice. Stiind cd primele trei cuvinte generate sunt, in
ordine, adad, adan si adas, care va fi ultimul cuvant obtinut?
a. snns b. nsns C. snsn d. dans
(Bacalaureat 2009, varianta 57, 11, 1)
49. Se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera in ordine lexicografica toate
cuvintele de cate trei litere distincte din multimea {d,a,n,s}. Care este cel de-al treilea
cuvant obtinut?
a. ads b. ans c. dan d. and
(Bacalaureat 2009, varianta 58, 11, 1)
50. Se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera in ordine lexicografica toate
cuvintele care contin toate literele din multimea {a,m,i,c}, astfel incat fiecare litera sa
apara exact o data intr-un cuvant. Cate solutii sunt generate dupa cuvantul amic si
nainte de cuvantul cami?
a. 6 b. 4 c. 1 d. 3
(Bacalaureat 2009, varianta 59, I11, 1)



51. Se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera toate cuvintele care contin toate
literele din multimea {i,n,f,0}, astfel incat fiecare litera sa apara exact o datd intr-un
cuvant si literele n si 0 sa nu se afle pe pozitii vecine. Stiind ca primul cuvant generat
este info, iar al treilea, al patrulea si al cincilea sunt nifo, niof, nfio care este cel de-al
doilea cuvant obtinut?
a. iofn b. inof c. ionf d. niof
(Bacalaureat 2009, varianta 60, 111, 1)
52. Utilizand metoda backtracking pentru afisarea tuturor modalitatilor de
descompunere a unui numar natural ca o suma de numere naturale nenule, pentru n=3
se obtin, in ordine, solutiile: 1+1+1; 1+2; 2+1; 3. Ordinea de scriere a termenilor dintr-
0 descompunere este semnificativa. Folosind aceeasi metoda pentru n=10, care este
solutia generatd imediat dupa 1+1+3+5?
a. 1+1+4+1+1+1+1 b, 1+1+7+1 c. 1+2+7 d. 1+1+4+4
(Bacalaureat 2009, varianta 62, 111, 1)
53. Se genereaza, prin metoda backtracking, toate partitiile multimii A={1,2,3}
obtindndu-se urmatoarele solutii: {1}H{2}H{3}; {1H{2,3}; {1,3K2}; {1.23}; {1,2,3}. Se
observa ca dintre acestea, prima solutie e alcatuitd din exact trei submulfimi. Daca se
foloseste aceeasi metoda pentru a genera partitiile multimii {1,2,3,4} stabiliti cate dintre
solutiile generate vor fi alcatuite din exact trei submultimi.
a. 3 b. 12 c. 6 d. 5
(Bacalaureat 2009, varianta 63, 111, 1)
54. Se genereaza, prin metoda backtracking, toate modalitatile de asezare a numerelor
naturale de la 1 la 5, astfel incat oricare 2 numere consecutive sa nu se afle pe pozitii
alaturate. Daca primele doua solutii sunt: (1,3,5,2,4) si (1,4,2,5,3), care este prima
solutie generatd in care primul numar este 47?
a. (4,1,3,2,5) b. (4,2,5,1,3) c. (4,3,53,1) d. 4,1,3,52)
(Bacalaureat 2009, varianta 64, 111, 1)
55. Se genereaza, prin metoda backtracking, toate modalitdtile de asezare a numerelor
naturale de la 1 la 5 astfel incat oricare doud numere consecutive sa nu se afle pe pozitii
alaturate. Daca primele doua solutii sunt: (1,3,5,2,4) si (1,4,2,5,3), care este prima
solutie generatd care incepe cu 27
a. (2,4,1,3,5) b. (2,5,4,3,1) c. (2,4,1,3,1) d. (2,3,5,4,1)
(Bacalaureat 2009, varianta 65, 111, 1)
56. Se genereaza in ordine crescatoare, toate numerele naturale de 5 cifre distincte, care
se pot forma cu cifrele 2,3,4,5 si 6. Sa se precizeze numarul generat imediat inaintea si
numarul generat imediat dupa secventa urmatoare : 34256, 34265, 34526, 34562
a. 32645 si 34625 b. 32654 si 34655
c. 32654 si 34625 d. 32645 si 34655
(Bacalaureat 2009, varianta 66, 111, 1)
57. Se genereaza in ordine crescatoare, toate numerele naturale de 5 cifre distincte, care
se pot forma cu cifrele 5,6,7,8 si 9. Sa se precizeze numarul generat imediat inaintea si
numarul generat imediat dupa secventa urmatoare: 67589,67598,67859,67895.
a. 65987 si 67958 b. 65978 si 67988
c. 65978 si 67958 d. 65987 si 67988
(Bacalaureat 2009, varianta 67, 111, 1)
58. Construim anagramele unui cuvant c¢;C,CsC4 prin generarea in ordine lexicografica



a permutarilor indicilor literelor cuvantului §i obfinem C1C2C3C4 C1C2C4C3 C1C3C2Cy ... C4C3C1C2
C4C3CCy1. Pentru anagramele cuvantului pateu, dupa sirul paetu, paeut, paute cuvintele
imediat urmatoare sunt:
a. pauet si ptaeu b. ptaeu si ptaue
C. pauet si ptaue d. ptaeu si patue
(Bacalaureat 2009, varianta 69, 11, 1)
59. Pentru rezolvarea carei probleme dintre cele enumerate mai jos se poate utiliza
metoda backtracking ?
a. determinarea reuniunii a 3 multimi b. determinarea  tuturor  divizorilor
unui numar din 3 cifre
c. determinarea tuturor elementelor mai d. determinarea tuturor variantelor in care
mici decat 30000 din sirul lui Fibonacci se pot genera steagurile cu 3 culori (din
multimea: “rosu”, “galben”, “albastru” si
”alb”), avand la mijloc culoarea “galben”
(Bacalaureat 2009, varianta 70, 111, 1)
60. Se genereaza in ordine crescdtoare toate numerele de exact 4 cifre care se pot forma
cu elementele multimii {0,1,2,3,4}. Primele 8 solutii generate sunt, in ordine: 1000,
1001, 1002, 1003, 1004, 1010, 1011, 1012. Care sunt primele trei numere ce se vor
genera imediat dupa numarul 34437?
a. 4000,4001,4002 b. 3444,4443,4444
c. 3444,4444,4000 d. 3444,4000,4001
(Bacalaureat 2009, varianta 71, 111, 1)
61. Se genereaza in ordine crescatoare toate numerele de 4 cifre, cu cifre distincte,
astfel incat diferenta in valoare absolutd dintre prima si ultima, respectiv a doua si a
treia cifra este egala cu 2. Primele 11 solutii generate sunt, in ordine: 1023, 1203, 1243,
1423, 1463, 1573, 1643, 1683, 1753, 1793, 1863. Care dintre urmatoarele numere se va
genera imediat Tnaintea numarului 93177
a. 9247 b. 9357 c. 9207 d. 8976
(Bacalaureat 2009, varianta 72, 111, 1)
62. Se genereaza in ordine crescatoare toate numerele de 4 cifre, cu cifre distincte,
astfel incat diferenta in valoare absoluta dintre ultimele doua cifre ale fiecarui numar
generat este egala cu 2. Primele opt solutii generate sunt, in ordine: 1024, 1035, 1042,
1046, 1053, 1057, 1064, 1068. Care dintre urmatoarele numere se va genera imediat
dupa numarul 8975?
a. 8979 b. 9013 c. 8957 d. 9024
(Bacalaureat 2009, varianta 73, 111, 1)
63. Prin metoda backtracking se genereaza toate anagramele (cuvintele obtinute prin
permutarea literelor) unui cuvant dat. Stiind cd se aplicd aceastd metoda pentru
cuvantul solar, precizati cate cuvinte se vor genera astfel incat prima si ultima litera
din fiecare cuvant generat sa fie vocala (sunt considerate vocale caracterele a, e, i, 0,
u)?
a. 24 b. 6 c. 10 d. 12
(Bacalaureat 2009, varianta 74, 111, 1)
64. Daca se utilizeazd metoda backtracking pentru a genera toate permutarile de 4
obiecte si primele 5 permutari generate sunt, in aceasta ordine, 4 321,4312,42 31,
4213,4132, atunci a 6-a permutare este:



a. 3214 b. 3421 c. 1432 d 4123

(Bacalaureat 2009, varianta 76, 111, 1)
65. Folosind cifrele {1,2,3} se genereaza, in ordinea crescatoare a valorii, toate
numerele |L‘?are formate din trei cifre distincte. Astfel, se obtin in ordine, numerele:
132, 312. Folosind aceeasi metoda, se genereaza numerele pare formate din patru cifre
distincte din multimea {1,2,3,4}. Care va fi al 4-lea numar generat?

a. 2134 b. 1432 c. 2314 d. 1423

(Bacalaureat 2009, varianta 81, 111, 1)
66. Folosind cifrele {2,3,4} se genereaza, in ordinea crescdtoare a valorii, toate
numerele impare formate din trei cifre distincte. Astfel se obtin, In ordine, numerele:
243, 423. Folosind aceeasi metoda, se genereazd numerele pare formate din patru cifre
distincte din multimea {2,3,4,5}. Care va fi al 5-lea numar generat?

a. 3452 b. 3524 c. 2534 d. 3542
(Bacalaureat 2009, varianta 82, 111, 1)
67. Folosind cifrele {1,2,3} se genereaza, in ordinea crescdtoare a valorii, toate
numerele formate din exact trei cifre, in care cifrele alaturate au valori consecutive.
Astfel se obtin in ordine, numerele: 121, 123, 212, 232, 321 si 323. Folosind aceeasi
metoda se genereaza numere de patru cifre din multimea {1,2,3,4} care Tndeplinesc
aceeasi conditie. Care va fi al 5-lea numar generat?
a. 2121 b. 2123 c. 3121 d. 2323
(Bacalaureat 2009, varianta 83, 111, 1)
68. Folosind cifrele {3,4,5} se genereazd, in ordinea crescatoare a valorii, toate
numerele impare formate din trei cifre distincte. Astfel se obtin, in ordine, numerele:
345, 435, 453, 543. Folosind aceeasi metoda, se genereaza numerele impare formate din
patru cifre distincte din multimea {2,3,4,5}. Care va fi al5-lea numar generat?
a. 3425 b. 2534 c. 4235 d. 3245
(Bacalaureat 2009, varianta 84, 111, 1)
69. Folosind cifrele {1,2,3} se genereaza, in ordinea crescdtoare a valorii, toate
numerele impare formate din trei cifre distincte. Astfel se obtin, in ordine, numerele:
123, 213, 231, 321. Folosind aceeasi metoda, se genereaza numerele impare formate
din patru cifre distincte din multimea {1,2,3,4}. Care va fi al 5-lea numar generat ?
a. 2413 b. 1423 c. 2431 d. 3241
(Bacalaureat 2009, varianta 85, 111, 1)
70. Avand la dispozitie cifrele 0, 1 si 2 se pot genera, in ordine crescatoare, numere
care au suma cifrelor egala cu 2. Astfel, primele 6 solutii sunt 2, 11, 20, 101, 110, 200.
Folosind acelasi algoritm, se genereaza numere cu cifrele 0, 1, 2 si 3 care au suma
cifrelor egala cu 4. Care va fi al 7-lea numar din aceasta generare?
a. 130 b. 301 c. 220 d. 103

(Bacalaureat 2009, varianta 92, 111, 1)
71. Un elev realizeazd un program care citeste o valoare naturald pentru o 3
variabila n si apoi afiseaza in fisierul permut.txt, pe prima linie, valoarea lui 321
n, apoi toate permutarile multimii {1,2,...,n}, cate 0 permutare pe cate o linie a
fisierului. Ruland programul pentru n=3, fisierul va contine cele 7 linii 312

alaturate. 231
Daca va rula din nou programul pentru n=5, ce va contine a 8-a linie din 213
fisier? 132

123
a. 2134 b. 2143 c. 3421 d. 3412

(Bacalaureat 2009, varianta 94, 111, 1)
72. Un program citeste o valoare naturala nenuld pentru n si apoi genereaza si afiseaza,



in ordine crescatoare lexicografic, toate combinatiile formate din n cifre care apartin
multimii {0,1}. Astfel, pentru n=2, combinatiile sunt afisate in urmatoarea ordine: 00,
01, 10, 11. Daca se ruleaza acest program si se citeste pentru n valoarea 9, imediat dupa
combinatia 011011011 va fi afisatd combinatia:
a. 011100100 b. 011011100 c. 011011011 d. 011100000
(Bacalaureat 2009, varianta 95, 111, 1)
73. Un program citeste o valoare naturala nenuld pentru n si apoi genereaza si afiseaza,
in ordine descrescatoare lexicografic, toate combinatiile de n cifre care apartin multimii
{0,1}. Astfel, pentru n=2, combinatiile sunt afisate in urmatoarea ordine: 11, 10, 01, 00.
Daca se ruleaza acest program si se citeste pentru n valoarea 8, imediat dupa
combinatia 10101000 va fi afisata combinatia:
a. 01010111 b. 10100111 c. 10101001 d. 10100100
(Bacalaureat 2009, varianta 96, 111, 1)
74. Se genereaza, utilizind metoda bactracking, cuvintele cu exact 3 litere din
multimea {a,x,c,f,g}. Daca primele patru cuvinte generate sunt, in ordine, aaa, aax,
aac, aaf, scrieti ultimele trei cuvinte care incep cu litera a, In ordinea n care vor fi
generate.
(Bacalaureat 2009, varianta 97, I11, 2)
75. Utilizand metoda backtracking se genereaza toate submutimile nevide ale mulgimii
{3,6,2,5}. Primele sase submultimi generate sunt, in ordine: {3}, {3,6}, {3,6,2},
{3,6,2,5}, {3,6,5}, {3,2}. Care sunt, in ordinea obtinerii, ultimele trei submul{imi,
generate dupa aceasta regula?
(Bacalaureat 2009, varianta 98, 111, 2)
76. Se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera toate cuvintele formate din doua
litere distincte din mutimea {w,X,z,y} astfel incat niciun cuvant sa nu inceapa cu litera
X sl niciun cuvant sa nu contind litera W langa litera z. Cuvintele vor fi generate in
ordinea wx, wy, zx, zy, yw, yX, yz. Folosind aceeasi metoda se genereaza toate
cuvintele de doua litere distincte din multimea {w,X,z,y,t} astfel incat niciun cuvant sa
nu inceapa cu litera X si niciun cuvant sa nu contina litera w langa litera z. Care sunt a
treia si a patra solutie generata?
(Bacalaureat 2009, varianta 99, 111, 2)
77. Aplicand metoda backtracking pentru a genera toate permutarile celor n elemente
ale unei multimi, o solutie se memoreaza sub forma unui tablou unidimensional
X1,X2,..+,Xn. Daca sunt deja generate valori pentru componentele Xi,Xo,...,Xk-1, lar
pentru componenta curentd, Xk (1<k<n), a fost gasita o valoare convenabild, atunci se
incearca alegerea
a. unei noi valori pentru componenta Xx.1  b. unei valori pentru componenta Xy+1
C. unei noi valori pentru componenta Xy d. unei noi valori pentru componenta x;
(Bacalaureat 2009, varianta 100, 111, 1)
Probleme propuse
Problema 9.10. (Metagrama). Sa se scrie un program care, citind un cuvant si un
numar natural cuprins intre 1 si lungimea cuvantului, sa afiseze toate anagramarile
obtinute din cuvant, dupa eliminarea literei de pe pozitia citita.



Problema 9.11. (Paranteze4). Se da numarul natural par n>0. Sa se determine toate
sirurile de n paranteze care se inchid corect.
Exemplu: n=6 ((())), ()()() .(0)() ), OO, ((NO).

Problema 9.12. Fiind dat un numar natural pozitiv n, se cere sa se afiseze toate
descompunerile sale ca suma de p numere naturale nenule.

Problema 9.13. Fiind dat un numar natural pozitiv N, se cere sa se afiseze toate
descompunerile sale ca suma de numere prime.

Problema 9.14. Sa se genereze toate numerele de n cifre (N<6) care nu contin trei
cifre pare sau trei cifre impare alaturate.

Problema 9.15. Sa se genereze toate numerele de n cifre (N<6) care nu contin trei
cifre consecutive pe pozitii alaturate si ale caror cifre se afla in ordine strict
descrescdtoare.

Problema 9.16. Fiind dat un sir de n numere naturale mai mici decat 30000, sa se
genereze toate subsirurile crescatoare de k numere care se pot forma incepéand cu
primul element din sir. De exemplu, pentru n=5, k=3 si numerele 4, 8, 5, 7, 6, 3 se vor
afisa numerele: 4, 5, 6; 4,5, 7; 4,5, 8.

Problema 9.17. Fiind dat un numar natural n si un sir de M numere naturale, sa se
afiseze toate modalitatile de scriere a numarului n ca suma de numere din sirul dat.

Problema 9.18. Fiind dat un sir de n numere naturale, sa se genereze submultimile
de k numere din sir in care se gasesc cel putin trei numere care pot reprezenta laturile
unui triunghi.

Problema 9.19. Sa se genereze toate numerele de n cifre egale cu de k ori produsul
cifrelor (1<k<9, 1<n<10000).

Problema 9.20. Fiind dat un alfabet ce contine v vocale si C consoane se cere sa se
genereze toate cuvintele de lungime n (3<n<15) care nu contin trei vocale sau trei
consoane alaturate.

Problema 9.21. (Problema turnurilor®) Fiind dati o tabla de sah, de dimensiune
nxn, se cer toate solutiile de aranjare a n turnuri, astfel incat doua turnuri oarecare sa
nu se afle pe aceeasi linie sau coloana (adica turnurile sd nu se atace reciproc).

Problema 9.22. Un grup de n (n<=10) persoane numerotate de la 1 la n sunt
asezate pe un rand de scaune, dar intre oricare doua persoane vecine s-au ivit conflicte.
Scrieti un program care afiseaza toate modurile posibile de reasezare a persoanelor,
astfel incat intre oricare doua persoane aflate in conflict sa stea una sau cel mult doua
persoane. De exemplu, pentru n=4 programul trebuia sa afiseze: 2, 4,1, 3si 3, 1, 4, 2.

Problema 9.23. (Drapele). Avem la dispozitie 6 culori: alb, galben, rosu, verde,
albastru, negru. Sa se precizeze toate drapelele tricolore care se pot proiecta, stiind ca
trebuie respectate urmatoarele reguli:

- orice drapel are culoarea din mijloc galben sau verde;

- cele trei culori de pe drapel sunt distincte.

4Problema a fost propusi la faza finalda a Olimpiadei Nationale de Informatica 1993 la clasa
a X-a.
SProblema este echivalenti cu generarea tuturor matricelor patratice binare de ordin n, care au
proprietatea ca atat pe fiecare linie cét si pe fiecare coloana contin exact un element egal cu 1.



Problema 9.24. (Colorarea haryilor). Fiind data o harta cu n tari, se cer toate
solutiile de colorare a hartii, utilizand cel mult 4 culori®, astfel Tncat doua tari cu
frontiera comuna sa fie colorate diferit.

Problema 9.25. (Umplerea unei suprafefe inchise/). Se di o matrice binara
(elementele ei au numai valorile 0 sau 1). Valorile 1 delimiteaza o anumita suprafata
inchisa in cadrul matricei (elementele apartinand acestei suprafete sunt marcate cu 0).
Se dau de asemenea coordonatele x si y ale unui element al matricei semnificand un
punct din interiorul acestei suprafete. Se cere schimbarea valorilor 0 din suprafata
inchisa cu o alta valoare (colorarea suprafetei inchise).

Problema 9.26. (Problema fotografiei). O fotografie alb-negru este prezentata sub
forma unei matrice binare. Ea infatiseaza unul sau mai multe obiecte. Portiunile
corespunzatoare obiectului (sau obiectelor) in matrice au valoarea 1. Se cere sa se
determine daca fotografia reprezinta unul sau mai multe obiecte.

Problema 9.27. (Problema bilei) Fiind dat un teren sub forma de matrice cu m linii
si n coloane, unde fiecare element al matricei reprezintd anumite zonele cu diferite
altitudini, fiecare dintre acestea fiind date de valoarea retinutd in acel element si
considerand ca in punctul de coordonate (lin, col) se gaseste o bila, aceasta putandu-se
deplasa 1n orice portiune de teren aflata la nord, est, sud sau vest, doar daca are
bila sa paraseasca terenul.

Problema 9.28. (Problema discreté a rucsacului). Cu ajutorul unui rucsac de
greutate maxima admisibila G trebuie sa se transporte o serie de obiecte din n
disponibile, avand greutatile 91,9, ..., 9n, aceste obiecte fiind de utilitatile

€1, €2, ..., Cp. Presupunand ca obiectele nu pot fi luate decat in intregime (neputandu-se

diviza), sa se gaseasca o modalitate de a umple optim rucsacul.

Problema 9.29. * (Labirint). Se da un labirint sub forma unei matrice binare n
care unitatile corespund spatiilor pe unde se poate trece, iar zerourile corespund
zidurilor. Un soricel pus intr-o anumita casuta a labirintului va trebui sa ajunga ntr-o
alta casuta a labirintului, unde se afla o bucatica de cascaval. El se poate misca doar
ortogonal, nu si diagonal. Sa se determine toate posibilitatile soricelului de a ajunge la
cagcaval, fara a trece de mai multe ori prin acelasi loc.

Problema 9.30. * (Problema canibalilor si misionarilor). Pe malul unei ape se
gasesc C canibali si m misionari. Ei urmeaza sa treacd apa, avand la dispozitie o barca
cu doud locuri. Se stie cd, daca atat pe un mal cat si pe celdlalt, avem mai multi canibali
decat misionari, misionarii sunt mancati de canibali. Se cere sa se scrie un program care
sa furnizeze toate variantele de trecere a apei, in care misionarii sa nu fie mancati.
De exemplu, pentru ¢=3 si m=3 avem:

Malul stang Malul drept
Canibali Misionari Canibali Misionari

3 3 0 0

® Faptul cd sunt suficiente numai 4 culori pentru ca orice harta si poata fi coloratd a fost demonstrat
de W. Haken si K. Appel in 1976 cu ajutorul uinui algoritm implementat pe calculator ce a lucrat
aproape 1200 ore, iar in 1977 F. Allaise, folosind o altd procedura, a reusit s ob{ind demonstratia
teoremei Tn numai 50 de ore de dialog om-calculator.

7Algoritmii pentru rezolvarea acestei probleme mai poartd numele de algoritmi FILL.
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Problema 9.31. * (Puncte albe si negre). Se dau n puncte albe si n puncte negre in
plan, de coordonate intregi. Fiecare punct alb se uneste cu cate un punct negru, astfel
incat din fiecare punct, fie el alb sau negru, pleaca exact un segment. Sa se determine o
astfel de configuratie de segmente asa incat oricare doua segmente si nu se
intersecteze. Se citesc n perechi de coordonate corespunzand punctelor albe si n
perechi de coordonate corespunzand punctelor negre.

Problema 9.32. * (Attila si regele). Un cal si un rege se afla pe o tabla de sah.
Unele campuri sunt "arse", pozitiile lor fiind cunoscute. Calul nu poate calca pe
campuri "arse", iar orice miscare a calului face ca respectivul camp sa devina "ars". Sa
se afle daca existd o succesiune de mutari permise (cu restrictiile de mai sus) prin care
calul sa poata ajunge la rege si sd revina la pozitia initiala. Pozitia initiald a calului
precum si pozifia regelui sunt considerate "nearse".

Problema 9.33. * (Problema cdsatoriilor stabile). Se considera n fete care urmeaza
sd se casdtoreasca cu n baieti. Fetele si baietii 1si exprima preferintele unul fata de altul
prin numerele reale din intervalul [0,1]. Preferinta fetei i pentru baiatul j este data de
fbl[i,j], iar preferinta baiatului i pentru fata j este data de bf[i,j]; elementele matricilor
fb si bf sunt numere reale din intervalul [0,1]. Baiatul ales de fata i are numarul X[i].
Bineinteles, vectorul X va fi un vector permutare. Costul casatoriei fetei i cu baiatul X][i]
este fo[i,x[i]]*bf[x[i],i], iar costul general (care trebuie minimizat) este suma dupa i a
acestor valori. Mai mult, se cere ca cele n casatorii sa fie stabile, adica sa nu existe (i,])
cu i#j astfel incét fata i sa prefere baiatul x[j] baiatului X[i], iar baiatul X[j] sa prefere
fata i feteli j.

Problema 9.34. * Hercule trebuie sa strabata un labirint cu capcane reprezentat de
0 matrice nxn. Pentru fiecare celula a labirintului, se cunoaste timpul in minute dupa
care celula respectiva devine capcand. Dupa ce o celuld devine capcana, Hercule moare
dacd intra in acea celuld. Hercule porneste din coltul stanga-sus al labirintului si trebuie
sd ajungd in coltul dreapta jos. El are nevoie de un minut ca sa treaca dintr-o celula intr-
una vecind si se poate deplasa in sus, in jos, spre stanga sau spre dreapta. Sa se afiseze
timpul minim in care poate Hercule sd strabata labirintul, numarul de drumuri de timp
minim, precum si toate drumurile minime pe care le poate urma Hercule prin labirint de
la intrare la iesire, astfel incat Hercule sa nu moara. Drumurile vor fi afisate ca matrici
in care sunt indicati pasii lui Hercule.

Raspunsuri la teste
1) b; 2) d; 3) a; 4) c; 5) d; 6) a; 7) 12346, 12356, 12456, 13456, 23456; 8) c; 9) 129,
147, 345; 10) 56789; 11) b; 12) 2+2+2+3, 2+2+5, 2+2+7; 13) 18; 14) a; 15) a; 16)




(v,7,7,73), (7,7,7,7,5), (7,7,7,7,7); 17) 12347, 12346, 12345; 18) 11101, 11110, 11111;
19) 10349, 10352, 10354; 20) 35789, 35679, 35678; 21) a; 22) a; 23) c; 24) b; 25) c;
26) c; 27) a; 28) c; 29) c; 30) b; 31) a; 32) 2+3+7, 2+4+6, 2+10; 33) c; 34) d; 35) b; 36)
c; 37) d; 38) c; 39) a; 40) c); 41) a; 42) M1,M3,M2,M4; 43) c; 44) 332231 si 332321;
45) d; 46) b; 47) a (Este de fapt problema turnurilor (9.21) pentru o tabla de sah de
4x4); 48) a; 49) c; 50) c; 51) a; 52) a; 53) c; 54) d; 55) a; 56) c; 57) a; 58) a; 59) d; 60)
d; 61) a; 62) a; 63) b; 64) d; 65) b; 66) b; 67) b; 68) d; 69) a; 70) a; 71) c; 72) b; 73) b;
74) agc,agf,agg; 75) {2}, {2,5},{5}; 76) wt si zy; 77) b.
Indicatii pentru unele probleme propuse

9.10) Fie lungimea cuvantului n. Se vor genera permutirile multimii {1, 2, ..., n-1} iar
solutiile vor fi afisate tindnd cont ca valorile 1, 2, ..., n-1 sunt indicii vectorului care
retine cuvantul dupa eliminarea literei.
9.11) Avem cate n/2 paranteze de fiecare fel. Codificam paranteza deschisa cu 0 si cu 1
pe cea inchisa. Conditiile de continuare sunt ca humarul de paranteze deschise/inchise
sa nu fie mai mare ca n/2 si la fiecare pas numarul celor inchise sa fie mai mic sau egal
cu numarul celor deschise.
9.12) E asemanatoare cu problema pentru generarea partitiilor unui numar natural, doar
ca sunt solutii rezultat doar cele care au exact p numere.
9.13) Mai intai determinam multimea numerelor prime mai mici decat n si apoi
generam toate submultimile acestei multimi care au suma n.
9.14) Generam toate permutarile multimii {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} fara cifra 0 pe
prima pozitie si care nu contin trei cifre pare sau trei cifre impare alaturate.
9.15) Generam toate permutarile multimii {9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0} care nu contin trei
cifre consecutive pe pozitii alaturate.
9.16) Asemanatoare cu problema “Subsir maxim” doar ca aici lungimea e k.
9.17) Generam toate submultimile multimii celor m numere care au suma n.
9.18) Sunt generate aranjamente de n luate de cate k si sunt solutii doar cele care contin
cel putin 3 numere ce pot fi laturi ale unui triunghi.
9.19) Generam toate permutarile multimii {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} fara cifra 0 pe
prima pozitie care verifica proprietatea din enunt.
9.20) Se genereaza permutarile celor c+v litere care verifica proprietatea din enunt.
9.21) Asemanatoare cu problema damelor, doar ca turnurile nu se ataca si pe diagonala.
9.22) Se genereaza permutarile tinand cont de restrictii.
9.23) Se genereaza permutarile celor 6 culori tinand cont de restrictii.
9.24) Asemanatoare cu problema colorarii hartilor cu 3 culori.
9.25) FILL
9.29) Asemanatoare cu problema sarituri calului, insa tinind cont de miscarile pe care le
poate face soricelul si cd trebuie sa ajunga la cascaval.
9.30) Codificam traversarile astfel:
1 trec doi canibali; 2 trec doi misionari; 3 trec un canibal si un misionar; 4 trece un
canibal; 5 trece un misionar. Pentru rezolvare recursiva se va folosi o stiva multipla, pe
fiecare nivel retinem:

- traversarea care urmeaza a se face;

- numadrul de canibali de pe malul stang;
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- numarul de misionari de pe malul stang;
- numadrul de canibali de pe malul drept;
- numarul de misionari de pe malul drept.
9.32) Sa notam cu t tabla de sah si cu st stiva (st[k][0], st[K][1] reprezinta coordonatele
calului la mutarea cu numarul k, respectiv linia si coloana ). Conditiile de continuare
sunt date de mentinerea calului pe tabla de sah, precum si plasarea acestuia pe campuri
nearse. Solutia este gasita in momentul in care calul ajunge in punctul de unde a plecat,
de coordonate xc, yc, iar coordonatele regelui (xr, yr) se regasesc in stivd. Cand se
ajunge la o solutie, se afiseaza continutul stivei unde este memorat traseul calului si se
opreste executia programului.
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