Capitolul 10. Generarea elementelor combinatoriale

10.1 Notiuni teoretice

In practica se ajunge uneori la problema de a alege, dintr-o multime oarecare de
obiecte, submulfimi de elemente caracterizate prin anumite proprietati, de a aseza
elementele uneia sau ale mai multor submul{imi intr-o anumitd ordine etc. Poate
aparea, de asemenea, problema determindrii numarului tuturor submultimilor unei
multimi, constituite dupa anumite reguli, sau a numarului tuturor functiilor definite pe o
multime formata din n elemente, cu valori intr-o multime cu m elemente etc.

Domeniul matematicii care studiaza astfel de probleme se numeste
combinatorica si are importantd pentru teoria probabilitdtilor, logica matematica,
teoria numerelor, precum si pentru alte ramuri ale stiintei si tehnicii.

Combinatorica este deci o ramura a matematicii care studiazd multimi de obiecte si
modalitdtile de a le combina. Analiza combinatorica include:

- numararea unor obiecte sau anumite clase de echivalenta de obiecte care se
identifica pe baza unei anumite relatii (combinatorica enumerativa);

- verificarea daca un criteriu poate fi satisfacut si construirea sau analizarea
obiectelor ce satisfac criteriul respectiv (modele combinatoriale);

- gasirea obiectului ,,celui mai mare”, ,celui mai mic’ sau ,,optimal”
(combinatorica extremala sau optimizare combinatoriald);

- gasirea unor structuri algebrice pe care o formeazd anumite obiecte
(combinatorica algebrica).

Problemele de combinatorica se pot rezolva folosind metoda backtracking.
Algoritmii de tip backtracking prezentati in capitolul anterior vor fi folositi pentru a
genera permutdri, aranjamente etc.

Requli generale ale combinatoricii

- Regula sumei: Daca un anumit obiect A poate fi ales Tn m moduri, iar alt obiect B
poate fi ales in n moduri, atunci alegerea lui A sau B poate fi realizatd in (m +
n) moduri.

- Regula produsului: Daca un anumit obiect A poate fi ales in m moduri si daca
dupd fiecare astfel de alegere, un obiect B se poate alege in n moduri,
atunci alegerea perechii (A;B)in aceasta ordine poate fi realizata in (m-
n) moduri.

- O multime impreund cu o ordine bine determinatd de dispunere a elementelor sale
este 0 combinatie sau 0 multime ordonata. Astfel, daca A este o multime finita
avand n elemente si daca fiecarui element al sau i se asociaza un numar de la 1 lan
numit rangul elementului astfel incét la elemente diferite ale lui A sa corespunda
numere de ordine diferite, multimea A devine o multime ordonata. Prin urmare,
orice multime finitd poate deveni o multime ordonata, ordinea elementelor
stabilindu-se prin numerotarea elementelor multimii respective. Multimea ordonata



obtinutd se va nota cu {al,az,...,an}, unde ordinea elementelor este datda de

indici.

Algoritmii si programele prezentate mai jos folosesc multimi de forma {1,2,...,n}
pentru a simplifica lucrurile. De asemenea, este bine s numardm cate solufii genereaza
fiecare program si sd verificam aceste numere cu ajutorul formulelor cunoscute de la
matematica.

10. 1.1 Generarea permutarilor

Fie A o multime finitd cu n elemente. Aceasta multime se poate ordona in mai
multe moduri, obtindndu-se multimi ordonate, diferite, care se deosebesc intre ele
numai prin ordinea elementelor. Fiecare din multimile ordonate care se formeaza cu
cele n elemente ale multimii A, se numeste permutare a acestei multimi sau o permutare
de n elemente.

Enunt: (Generarea permutirilor) Dandu-se nsa se afiseze toate permutarile
multimii numerelor de la 1 la n in ordine lexicografica.

O permutare a multimii A este o succesiune de n elemente in care fiecare element
apare exact o data.

Generam permutarile lui A folosind vectorul x = {x31, X2, ... Xn}, unde X; este un
element din A.

Conditii interne: Vi j €A x; #x; pentrui # j

Conditii de continuare: %« * %o VI E€{L 2, ..k —1}

Varianta nerecursiva Varianta recursiva

#include <iostream> #include <iostream>
using namespace std; using namespace std;
#define NR 10 #define NR 10
int x[NR],n, k; int x[NR],n;
int init (int k)
{ int folosit [NR];

x[k]1=0;
} void backr (int k) {
int succesor (int k) int 1i;
{

if (x[k]<n) return 1; if (k>n ) {

else return O; for (1 =1; 1 <= n; 1i++ )
} cout<<x [i]<<" ";
int continuare (int k) cout<< "\n";
{ }

int i; else

for (i=1;i<=k-1;i++) for (i=1; i<=n; 1i++)

if (x[k]==x[i]) return O; {

return 1; x[k]l=1;
}
int solutie (int k) if ( !folosit[x[k]l] ) { // -
{ //daca elementul curent nu e deja
if (k==n+1l) return 1; //folosit

else return 0; folosit[x[k]] = 1; //
} //marcheaza-1 ca folosit
int afisare() backr(k + 1 ); //




{ //genereaza restul permutarii

int 1i; folosit[x[k]] = 0; //
for (i=1;i<=n;i++) //demarcheaza elementul
cout<<x[i]<<"™ "; }

cout<<"\n"; }

} }
int backtracking/()

{ int main () {
int k,i; cout<<"Dati n:";
k=1; init(1l); cin>>n;
while (k!=0) backr (1) ;
if (solutie(k)) return 0;
{afisare(); k--;} }
else

if (succesor(k))
{
x[k]++;
if (continuare(k)) k++;
}
else {init(k); k--;}
}
int main ()
{
cout<<"n= "; cin>>n;
backtracking () ;
}

Folosim pentru generare multimea {1,2,...,n}.

Generam solutiile element cu element, in vectorul x, pentru fiecare valoare pusa pe
pozitia k generam toate solutiile posibile, o valoare este pusd in x[k] numai daca este
validd, adicd nu apare pe pozitiile anterioare, altfel continuarea secventei nu are sanse
sa ducd la o solutie.

Pentru a verifica daca xi a fost plasat deja in vectorul x am procedat astfel:

- la varianta nerecursivd: am parcurs vectorul pentru a verifica daca xi apare

sau nu printre elementele generate pe nivelele anterioare;

- la varianta recursiva: folosirea unui vector folosit cu n elemente — vectorul
caracteristic ce are doar elemente de 0 si 1. Valoarea 1 va preciza faptul ca
elementul de pe pozitia corespunzdtoare a fost plasat anterior in vectorul solutie,
iar valoarea 0 ca nu.

Vrem sa determindm numarul de solutii. Avem:

1. O multime cu un singur element A = {al} poate fi ordonata intr-un singur mod,
deci B =1.

2. O multime cu doud elemente A, ={a1,a2} poate fi ordonatd in doua moduri,
obtinandu-se doud permutari: {al, az} si {az,al}. Deci P,=2=1-2.

3. O mul{ime cu trei elemente Ag :{al,az,a?,} poate fi ordonatd 1in
6 moduri, permutarile acestei multimi fiind urmatoarele: {al,az,ag}, {al,a3,a2},
{as,a,83}, {8,853, &}, {83,81,8,}, {83,8;,& }. Deci, P;=6=1-2-3.

Numarul permutarilor de ordin n se noteaza Py si este 1*2*3%*...*n = n!



10. 1.2 Generarea aranjamentelor
Consideram n obiecte distincte aj,ap,...,a,. Dacda 1<m<n un aranjament
(simplu) a celor n obiecte luate cate m este o multime (grupare) ordonata {ai o8 }
de m obiecte distincte din cele n date. Doua aranjamente {ai -t } {a- - T } a
1 m I Jm

celor n obiecte luate cate m se considera distincte daca ele difera prin ordinea
elementelor sau prin natura lor, adica existda k <m astfel incat obiectele a, si a ji, sunt

distincte. In matematici, numarul de aranjamente (fird repetitie) an (1 € )

Y ~ m . ~
elemente luate cate m, (m € M, m < n) ge noteazi cu 4n si se calculeaza cu formula:

. - - . L - -
Ne propunem cd gisim o formuld pentru calculul numarului 4= . Si observim
ca doua aranjamente de n elemente luate cate m difera intre ele atat prin natura

elementelor, cat si prin ordinea lor. De exemplu, daca A:{al,az,a3}, atunci din
elementele sale se pot constitui:
1) 3 submultimi avand fiecare cate un element: {al}, {az}, {a3}; acestea se

deosebesc Intre ele numai prin natura elementelor, iar numarul lor este Aé =3;

2) 6 submulfimi ordonate avand fiecare cate 2 elemente: {al,az}, {al,a3},
{az,al}, {az,a3}, {as,al}, {a3,a2}; acestea se deosebesc intre ele fie prin natura
elementelor, fie prin ordinea elementelor, iar numarul lor este Ag =6=3-2;

3) 6 submultimi ordonate avand fiecare cate 3 elemente: {al,az,a3},
{ag.ay,83}, {ay,a1,83}, {8,,83,8,}, {a3.81,8,}, {83,8y,8,}.

Acestea se deosebesc intre ele numai prin ordinea lor, iar numarul lor este

3 . o < A ~ -
A =6=3-2-1. Mai observdm ca in acest caz, in care numdrul m al elementelor

fiecarei submultimi coincide cu numarul n al elementelor multimii A, aranjamentele de
n elemente luate cate n coincid cu permutéarile de n elemente ale lui A.
Rationamentul inductiv facut pe exemplul anterior ne sugereaza sa consideram

m
cd numarul 4= poate fi calculat cu formula urmitoare:

,qj':‘=n=ec[n—lj*------*[“_m—i_lj:mf—!mj!

Putem spune ca permutarile sunt un caz particular al aranjamentelor (m = n).
Diferenta dintre problema permutarilor este ca din elemente posibile, la permutari le

folosim pe toate, la aranjamente doar un numar de m.



Enunt: (Generarea aranjamentelor/functiilor injectivel). Se citesc n si p numere
naturale. Se cere sa se genereze toate submultimile multimii {1,2,...,n} de p elemente.
Doua multimi cu aceleasi elemente, la care ordinea acestora difera, sunt considerate
distincte.

Solutie. Programul este asemanator cu cel de generare a permutarilor, doar conditia
pentru gasirea unei solutii este k=p+1.

Corespunzator celor 2 variante de mai sus, putem scrie urmatoarele 2 programe:

Varianta nerecursiva Varianta recursiva
#include <iostream> #include <iostream>
using namespace std; using namespace std;
#define NR 10 #define NR 10
int x[NR],n,p,k; int x[NR],n,p;
int init (int k)
{ int folosit[NR];
x[k]=0;
} void backr (int k) {
int succesor (int k) int 1i;
{
if (x[k]<n) return 1; if (k >p ) { // s-a format
else return 0; o solutie din p elemente
} for (i =1; i <= p; i++ )
int continuare (int k) cout<<x[i]<<" ";
{ cout<< "\n";
int i; }
for (i=1;i<=k-1;i++) else
if (x[k]==x[i1i]) return O; for (i=1; i<=n; i++)
return 1; {
} x[k]=1i;
int solutie (int k)
{ if ( !'folosit([x[k]] ) {
if (k==p+l1l) return 1; // daca elementul curent nu e deja
else return 0; folosit
} folosit([x[k]] = 1;
int afisare() // marcheaza-1 ca folosit
{ backr(k + 1 ); /7
int 1i; genereaza restul aranjamentului
for (i=1;i<=p;i++) folosit[x[k]] = 0;
cout<<x[i]<<™ "; // demarcheaza elementul
cout<<"\n"; }
} }
int backtracking() }
{
int k,i; int main () {
k=1; init(1);
while (k!=0) cout<<"Dati n:";
if (solutie(k)) cin>>n;
{afisare(); k--;} cout<<"Dati p:";
else cin>>p;

! Matematic, prin aranjamente de n luate cate p se intelege numdrul aplicatiilor injective de
la multimea {1,2,...,p} la mul{imea {1,2,...,n}.



if (succesor (k)) backr (1) ;
{ return 0;
x[k]++; }
if (continuare(k)) k++;
}
else {init(k); k--;}
}
int main ()
{
cout<<"n= "; cin>>n;
cout<<"p= "; cin>>p;
backtracking () ;
}

10.1.3 Generarea combinarilor
Fie din nou n obiecte distincte aj,ap,....an. Dacdi 1<m<n o combinare
(simpla) a celor n obiecte luate cate m este o multime (grupare) {ail e } de m
obiecte distincte din cele n date. Doua combinari {ai -t }‘ {a- - T } a celor n
1 m 11 Jm
obiecte luate cate m se considera distincte daca ele difera prin natura lor, adica exista
s <m astfel incat obiectul aj, este diferit de toate obiectele aj, ,t=1.2,....m.
Fie multimea A= {al,az,ag} si sa consideram toate submulfimile Sale, care

sunt urmatoarele:
1) multimea vidi: & ;
2) 3 submultimi formate din cate un singur element: {al} , {az} , {a3} X

3) 3 submultimi formate din cate doua elemente fiecare: {al,az}, {al,a3},

{a3,3,};
4) multimea totala: {al, a,, a3} .

Fie obiectele distincte a,b,c. Combinarile (simple) ce se pot forma cu aceste trei
obiecte luate cate dou sunt: {a,b}, {a,c}, {c,b}.
Date cele n obiecte distincte a;, a,, ... , a,, vom nota numarul tuturor

o . A n .
combindrilor celor n obiecte luate cate m cu C|' sau ( j Formula de calcul al acestui
m

numar este data in rezultatul ce urmeaza:
cm_ n(n-1)....n—m+1)
no— m! '

Enunt: (Generarea combindrilor). Se citesc n si p numere naturale, cu n mai mare
sau egal cu p. Se cere sa se genereze toate submultimile cu p elemente ale multimii
{1,2,...,n}. Douda multimi se considerd egale daca si numai daca au aceleasi elemente,
indiferent de ordinea Tn care acestea apatr.

Solutie. Programul este asemandtor cu cel de generare a permutarilor, cu
urmatoarele deosebiri:



- conditiile de continuare verifica in plus dacd Xk<Xk.1 (evitand in acest fel

generarea a doud solutii cu aceleasi elemente dar in alta ordine);

- conditia ca multimea valorilor pentru Xy sa nu fie epuizata este Xx<n-p+k;

- conditia care garanteaza obtinerea unei solutii este kK=p+1.

Comparativ cu problema aranjamentelor si permutdrilor, ordinea elementelor in
solutiile generate nu este importanta.

De exemplu pentru o solutie generata: {1,2,3} nu va mai trebui sd generam si
solutia {1,3,2}.

Astfel, conditia de continuare, sau de validare a unui element este aceea ci el
trebuie s fie strict mai mare dect cel plasat anterior. In acest mod asigurdm faptul ca
elementele nu se vor repeta si ca vor fi generate in ordine strict crescatoare. Trebuie,
insa, sa avem grija sa nu punem aceastd conditie si asupra primului element din
vectorul solutie, deoarece el nu are cu cine sa fie comparat.

Varianta nerecursiva Varianta recursiva
#include <iostream> #include <iostream>
using namespace std; using namespace std;
#define NR 10 #define NR 10
int x[NR],n,p,k; int x[NR],n, p;
int init (int k) // generam combinari de n luate
{ cate p
x[k]=0;
}
int succesor (int k) void comb( int n, int k) {
{ int 1i;
if (x[k]<n-p+k) return 1;
else return 0; if (k> p ) {
} //avem deja o solutie pe
int continuare (int k) care o afisam
{ for (i =1; i <= p; i++ )
int i; cout<<x[i]<<"™ ";
if (k>1) cout<< "\n";
if (x[k]<x[k-1]) return O; }
for (i=1;i<=k-1;i++) else
if (x[k]==x[1]) return 0; for (i=x[k-11+1; i<=n; 1i++)
return 1; {
} x[k]=1;
int solutie (int k) comb( n, k + 1 ); //
{ mergem la pasul urmator, completam
if (k==pt+l) return 1; x[k+1]
else return 0; }
} }
int afisare()
{
int i; int main () {
cout<<"{ "; cout<<"Dati n:";
for (i=1;i<=p;i++) cin>>n;
cout<<x[i]<<" "; cout<<"Dati p:";
cout<<"}\n"; cin>>p;
} comb(n, 1);
int backtracking/() return 0;
{ }




int k,i;
k=1; init (1);
while (k!=0)
if (solutie(k))
{afisare(); k--;}
else
if (succesor(k))
{
x[k]++;
if (continuare(k)) k++;
}
else {init (k); k--;}
}
int main()
{
cout<<"n= "; cin>>n;
cout<<"Multimea wvida\n";
for (p=1;p<=n-1;p++)
backtracking () ;
cout<<"{ ";
for (p=1l;p<=n;pt+)
cout<<p<<" ";
cout<<"}\n";

10. 1.4 Generarea produsului cartezian

Enunt: (Generarea elementelor unui produs cartezian). Fie date m multimi
A1, Ag, ..., Am unde pentru fiecare Aj={1,2,...,nj}. Se pune problema generarii tuturor

celor n,xn,X ... Xxm elemente ale produsului cartezian AjxApX... XAm.

Solutie. Programul este asemanator cu cel de generare a permutarilor, cu
urmatoarele deosebiri:
- conditia de continuare este K<m+1,;
- conditia ca mulfimea valorilor pentru Xk sa nu fie epuizatd este Xxk<nry; unde nry
reprezintd numarul de elemente ale multimii Ay;
- conditia care garanteaza obtinerea unei solutii este k=m+1, unde m este numarul
de multimi.
Am considerat multimile de forma {1,2..,a,} pentru a simplifica problema, Tn
special la partea de citire si afisare, algoritmul de generare ramanand nemodificat.

Varianta nerecursiva Varianta recursivia
#include <iostream> #include <iostream>
using namespace std; using namespace std;
#idefine MAX 10 #define MAX 10
int x[MAX],nr[MAX],m,1i,k; int x[MAX],m,nr [MAX];
int init (int k)
{ void afisare()
x[k]=0; {
} int 1i;
int succesor (int k) for (1 =1; 1 <= m; 1i++ )




{ cout<<x[i]<<" ";
if (x[k]l<nr[k]) return 1; cout<< "\n";
else return 0; }
}
void backr (int k) {
int continuare (int k) int i;
{
int 1i; if (k == m +1) { // s-a format o
if (k<m+1l) return 1; solutie din m elemente
return 0O; afisare();
} }
else
int solutie (int k) for (i=1; i<=nr[k]; 1i++)
{ {
if (k==m+1l) return 1; x[k] = 1i; // plasam
else return 0; elementul i pe pozitia k
} backr (k+1); // mergem la
pasul k+1
int afisare() }
{ }
int i;
for (i=1;i<=m;i++) int main ()
cout<<x[i]<<"™ "; {
cout<<"\n"; int 1i;
} cout<<"m= "; cin>>m;
cout<<"Numarul de elemente ";
int backtracking() for (i=1;i<=m;i++)
{ {
int k,i; cout<<"ale multimii "<<i<"™ = ";
k=1; init (1) ; cin>>nr[i];
while (k!=0) }
if (solutie(k))
{afisare(); k--;} backr (1) ;
else return 0;
if (succesor(k)) }
{
x[k]++;
if (continuare (k)) k++;
}
else {init(k); k--;}
}
int main ()
{
cout<<"m= "; cin>>m;
cout<<"Numarul de elemente ";
for (i=1;i<=m;i++)
{
cout<<"ale multimii "<<i<<" = ";
cin>>nr(i];
}
backtracking() ;
return 0;
}




10. 1.5 Generarea submultimilor unei multimi

Enunt: (Generarea tuturor submultimilor unei mulgimi). Se considera mulfimea
{1,2,...,n}. Se cer toate submultimile acestei multimi.

Solutie. Observim ca pentru a obtine toate submulfimile unei mulfimi, este
suficient sd generam pe rand, pentru multimea S={1,2,...,n} combinari de n luate cate p,
cu p=1,2,...,n-1, la care trebuie sa adaugam multimea vida si mulfimea S.

Numarul tuturor submultimilor unei multimi formate din n elemente este egal cu 2",
Pentru orice numir natural N >0 are loc egalitatea:

Cl+Cr+C2+..+CN=2",

Suma din membrul stdng al acestei egalitati reprezintd numarul tuturor

submultimilor unei multimi cu n elemente.

Pentru varianta recursiva generam toate combinatiile de lungime n cu valorile 0 si
1. Pentru fiecare combinatie parcurgem solutia x si afisam elementele din multimea A

carora le corespund valori 1 Tn X.

Varianta nerecursiva
#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 10
int x[NR],n,p,k;
int init (int k)
{
x[k]=0;
}
int succesor (int k)
{
if (x[k]<n-p+k) return 1;
else return 0;
}
int continuare (int k)
{
int i;
if (k>1)
if (x[k]l<x[k-1]) return O;
for (i=1;i<=k-1;i++)
if (x[k]==x[i]) return 0;
return 1;
}
int solutie (int k)
{
if (k==p+l) return 1;
else return 0;
}
int afisare()
{
int i;
cout<<" { " ;
for (i=1l;i<=p;i++)

Varianta recursiva
#include <iostream>
using namespace std;

#define MAX 10
int x[MAX],n;

void afisare ()
{
int 1i;
cout<<"{";
for (i=1;i<=n;i++)
if(x[i]==1)
cout<<i<<" ",
cout<<"}\n";

}

void backr (int k)
{
int 1i;
if (k == n +1) { // s-a format
o solutie din n elemente
afisare():;
}
else
for (1=0;1<=1;i++)
{
x[k]l=1i; // plasam
elementul 0 sau 1 pe pozitia k
backr (k+1);// mergem la
pasul k+1
}
}



}

cout<<x[i]<<"™ ";
cout<<"}\n";

int backtracking ()

{

}

int k,i;
k=1; init (1);
while (k!=0)
if (solutie(k))
{afisare(); k--;}
else
if (succesor(k))
{
x[k]++;

if (continuare(k)) k++;

}
else {init(k); k--;}

int main ()

{

cout<<"n= "; cin>>n;
cout<<"Multimea vida\n";
for (p=1;p<=n-1;p++)
backtracking () ;
cout<<"{ ";

for (p=1;p<=n;pt+)
cout<<p<<" ";
cout<<"}\n";

Generarea partitiilor

int main ()

{

int 1i;

cout<<"n= ";

backr (1) ;
return 0;

}

Enunt: Generarea tuturor partitiilor unei multimi

Se citeste un numar natural n. Sa se genereze partitiile multimii {1,2,...,n}. O
partitie a unei multimi A se defineste ca fiind un set de multimi A1, A2, ..., Ap nevide,
distincte doud cate douad, iar reuniunea celor p mulfimi este A. De exemplu, multimea

cin>>n;

{1,2,3,4,5} are ca partitie setul {1,3,4}{2,5} sau setul {1,4} {2} {3,5}.

Utilizadm in rezolvare o stiva de lungime n, in care X[i] = j are semnificafia ca
elementul i apartine multimii Aj. De exemplu, pentru multimea {1,2,3,4,5}, partitia

{1,3,4}{2,5} se memoreaza astfel: x = (1,2,1,1,2).

Enunt: Generarea tuturor partitiilor unui numdr natural

Fie n>0, natural. S se scrie un program care sd afigeze toate partitiile unui numar
natural n. Numim partifie a unui numar natural nenul n o mulfime de numere naturale
nenule {pl, p2, ..., pk} care indeplinesc conditia pl+p2+ ...+pk = n. Ex: pt n = 4

programul va afisa:

4=1+1+1+14=1+1+2
4=1+3

4=2+2

4=4



Observatii:

- lungimea vectorului solutie cel mult n;

- exista posibilitatea ca solutiile sa se repete;

- conditia de final este Indeplinitd atunci cand suma elementelor vectorului solutie

este n.

Am mentionat mai sus ca vom folosi doi parametri, unul pentru pozitia in vectorul
solutie X si un al doilea in care avem sumele partiale la fiecare moment. Avem
determinatd o solutie atunci cand valoarea celui de-al doilea parametru este egala cu n.
In aceasta situatie la fiecare plasare a unei valori in vectorul X valoarea celui de al
doilea parametru se mareste cu elementul ce se plaseaza in vectorul solutie. Apelul

procedurii back din programul principal va fi back(1,0).

Partitiile unei multimi
#include<iostream>
using namespace std;

# define MAX 10
int n,nc,x[MAX];

void afis|()
{ int irj;
for (j=1; j<=nc; j++)
{
cout<<'{"';
for (i=1;1i<=n;i++)
if (x[i]==7)
cout<<'}';
}
cout<<endl;

}

void back (int k)
{ int 1i;
if (k==n+1)
else {
for (i=1;i<=nc;i++)
{
x[k]=1i;
back (k+1) ;
}
nc++;
x [k]=nc;
back (k+1) ;
nc--;

afis () ;

}

void main ()

{

cin>>n;
back (1) ;
}

cout<<i<<!

L

’

Partitiile unui numar
#include <iostream>
using namespace std;

# define MAX 10
int n, nr,x[MAX];

void afis (int k)

{

int 1i;

nr++;

cout<<"Solutia nr.

for (i=1;i<=k;i++)
cout<<x[i]<<"™ ";

cout<<endl;

}

void back (int k,

{ int 3;

if (sum==n)
afis(k-1);

else for (j=1;j<=n-sum;j++)

if (§>=x[k-11)

{

x[k]l=3;

back (k+1,

}

}

int sum)

sum+j) ;

int main ()

{

cout<<"Dati n:";
cin>>n;
nr=0;

back (1,0);
cout<<nr<<"
}

solutii";

"<< nr<<":



10. 2 Teste grila

1. O companie are 12 birouri si 2 angajate noi. In cate feluri se pot aloca birouri
diferite celor 2 angajate?
a. 24 b. 132 c. 100 d. 23

2. Daca se utilizeazd metoda backtracking pentru a genera toate permutarile
multimii {a,b,c,d} si primele solutii afisate sunt dcba, dcab, dbca, atunci penultima
solutie este:

a. acdb b. dcab c. abcd d. abdc

(Bacalaureat 2007, varianta 59, I, 4)

3. Intr-o sali de laborator, scaunele sunt numerotate cu o literd mare urmata de un
numdr Intre 1 si 50. Cate scaune pot fi numerotate diferit in felul acesta? Se presupune
ca sunt 26 litere mari.

a. 1000 b. 76 c. 1300 d. 50

4. Un program genereaza si scrie intr-un fisier toate permutarile unei multimi cu n
elemente, cate o permutare pe un rand. Pentru n=5 cate randuri va avea fisierul
rezultat?

a. 25 b. 120 c. 100 d. 125

5. Daci se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera toate numerele naturale,
n ordine strict crescatoare, formate din 4 cifre pare distincte, care dintre numerele de
mai jos trebuie eliminate astfel incat cele ramase sa reprezinte o succesiune de numere
corect generata? 1)2068 2) 2084 3) 2088 4) 2468 5) 2086 6) 2406
a. numai 3 b. atat 3 catsi 5 c. atat 3 catsi 4 d. numai 4
(Bacalaureat 2007, varianta 61, 1, 5)

6. Cate siruri diferite de 7 biti exista?
a. 128 b. 256 c. 100 d. 49

7. Folosind metoda backtracking, se genereaza toate numerele de 4 cifre distincte,
Cu proprietatea ca cifrele apartin multimii {7,8,3,2,5}. Primele 10 solutii generate sunt:
7832, 7835, 7823, 7825, 7853, 7852, 7382, 7385, 7328, 7325. Indicati ce numar
urmeaza dupa 2538:
a. 5783 b. 5782 c. 2537 d. 5738
(Bacalaureat 2007, varianta 71, 1, 4)

8. Folosind numai cifrele {0,5,3,8}, se construiesc, prin metoda backtracking,
toate numerele cu 3 cifre in care oricare doud cifre aldturate nu au aceeasi paritate. Se
obtin, 1n ordine numerele: 505, 503, 585, 583, 305, 303, 385, 383, 850, 858, 830,838.
Utilizand acelasi algoritm pentru a obtine numere cu patru cifre din mulfimea
{0,3,6,2,9}, in care oricare doua cifre alaturate nu au aceeasi paritate, al saselea numar
care se obtine este:



a. 3092 b. 3690 c. 6309 d. 3096
(Bacalaureat 2007, varianta 88, I, 6)

9. Un student trebuie sa aleaga un proiect de programare din 3 liste. Prima lista

a. 3 b. 10 c.29 d. 30

10. Tn céte feluri putem alege 2 carti scrise in limbi diferite dintr-o colectie de 5 carti
scrise in romana, 9 scrise 1n engleza si 10 Tn germana?
a. 45 b. 185 c.48 d. 100

11. Echipa nationala de fotbal poate alege un jucator de la una din cele 3 echipe de
fotbal clasate pe primele trei locuri in clasament. Cele 3 echipe au 20, 24 si respectiv 22
de jucatori. Cati jucatori diferiti pot fi alesi:

a. 60 b. 66 c. 10560 d. 10000

12. Cate permutari ale multimii {A, B, C, D, E, F, G, H} contin literele A,B,C
alaturate?
a. 60 b. 40320 c. 1000 d.720

13. Fiind date numele a n elevi care pot participa la un proiect, ce algoritm vom
alege pentru a lista toate grupele formate din cate k participanti?
Se stie cd intr-o grupa ordinea este importanta.

a. Generarea b. Generarea c. Generarea d. Generarea
permutarilor aranjamentelor combinarilor tuturor partitiilor

14. Utilizdand metoda backtracking se genereaza toate permutdrile multimii
{1,2,3,4}. Daca primele trei permutdri generate sunt, in aceastd ordine: 1234, 1243,
1324 precizati care este permutarea generata imediat dupa 3412.

a. 3421 b. 3413 c. 4123 d. 3214

(Bacalaureat 2008, varianta 42, 111, 1)

15. Pentru a genera toate numerele naturale cu exact 4 cifre si care au cifrele in
ordine strict descrescdtoare, se poate utiliza un algoritm echivalent cu cel pentru
generarea:?

a) aranjamente de 4 obiecte luate cate 10

b) combinari de 10 elemente luate cate 4

c) permutarea a 10 obiecte

d) produs cartezian

(Bacalaureat 2008, varianta 56, Ill, 2)

16. Folosind metoda backtracking, s-au generat toate secventele formate din 3 cifre,
fiecare secventa generatd avand numai cifre din mulfimea {1,2,3,4}, oricare doua cifre
alaturate din secventd fiind fie ambele pare, fie ambele impare. Scrieti secventa care
lipseste din sir :

111,113,131, 133, 313, 331, 333, 222, 224, 242 , 244, 422, 424, 442, 444,

a. 311 b. 433 C. 222 d. nu lipseste

(Bacalaureat 2008, varianta 68, 111, 1)



17. Se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera toate submulfimile cu p
elemente ale unei multimi cu m elemente.

Daca m=7 si p=4 atunci numarul de submulfimi generate este:

a. 60 b. 35 c.5 d. 15

(Bacalaureat 2008, varianta 68, 111, 1)

18. La un concurs sportiv sunt 5 echipe, iar in fiecare echipa sunt cate 10 elevi.
Problema determinarii tuturor grupelor de cate 5 elevi, cate unul din fiecare echipa, este
similara cu generarea tuturor:

a. elementelor produsului cartezian AXAxAxAXA, unde A={1,2,...,10}

b. submultimilor cu 5 elemente ale multimii {1,2,...,10}

C. permutarilor multimii {1,2,3,4,5}

d. partitiilor multimii {1,2,...,10}

(Bacalaureat 2008, varianta 77, 11, 1)

19. Un program construieste elementele produsului cartezian AxBxC pentru
multimile A={1,2,3,4}, B={1,2,3}, C={1,2}. Care dintre urmatoarele triplete NU va fi
afisat?

a. (3,2,1) b. (1,3,2) c. (1,2,3) d. (2,2,2)

(Bacalaureat 2008, varianta 78, 111, 1)

20. Problema generarii tuturor codurilor formate din exact 4 cifre nenule, cu toate
cifrele distincte doud cate doua, este similara cu generarea tuturor:
a. aranjamentelor de 9 elemente luate cate 4
b. permutarilor elementelor unei mul{imi cu 4 elemente
c. elementelor produsului cartezian AXAXAxA unde A este o multime cu 9 elemente
d. submultimilor cu 4 elemente ale multimii {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
(Bacalaureat 2008, varianta 79, 11, 1)

21. Un comitet este alcatuit din membri astfel incat fiecare din cele 41 judete ale
Romaéniei contribuie cu un senator sau cu un deputat. Se presupun ca exista 2 senatori si

3 deputati din fiecare judet. Cate astfel de comitete se pot alcatui?
a. 100 b. 5% c. 5" d.1000

22. Se genereaza toate sirurile strict crescatoare de numere naturale nenule mai mici
sau egale cu 4, avand primul termen 1 sau 2, ultimul termen 4 si cu diferenta dintre
oricare doi termeni aflati pe pozitii consecutive cel mult 2, obtindndu-se solutiile (1, 2,
34),(1,2,4),(1,3,4),(2,3,4),(2,4). Folosind aceeasi metoda generam toate sirurile
strict crescatoare de numere naturale nenule mai mici sau egale cu 6, avand primul
termen 1 sau 2, ultimul termen 6 si diferenta dintre oricare doi termeni aflati pe pozitii
consecutive cel mult 2, care dintre afirmatiile urmatoare este adevarata:

a. imediat dupa solutia (1, 3, 4, 5, 6) se genereaza solutia (2, 3, 4, 5, 6)

b. penultima solutie generata este (2,3,5,6)

c. imediat dupa solutia (1,2,4,6) se genereaza solutia (1,3,4,6)

d. in total sunt 13 solutii generate



23. Pentru a determina toate modalitatile de a scrie numarul 16 ca suma de numere
naturale nenule consecutive se foloseste metoda backtracking. Cate solutii avem?
a. 2 b.4 c.0 d.1l

24. Se considera multimile A = {1, 2, 3}, B = {1}, C = {2, 3, 4}. Elementele
produsului cartezian AxBxC se genereaza, folosind metoda backtracking, in ordinea (1,
1,2),(1,1,3),(1,1,4),21,2),(2,1,3),(2,1,4), 3,1,2),(3,1,3), (3, 1, 4). Daca
prin acelasi algoritm se genereaza produsul cartezian al multimilor AXBXC unde A =
{x, y}, B ={x, u}, c = {x, y, z}, atunci cel de-al saptelea element generat este:

a. (Y,u,X) b. 66X,X) b. BESED H. §9560

25. Un chestionar contine 10 intrebari. Fiecare intrebare are 4 raspunsuri posibile.

a. 4%° b. 4% c. 4 d. 40

26. Un chestionar contine 10 intrebari. Fiecare intrebare are 4 raspunsuri posibile.

raspunsuri la intrebari?
a. 4 b. 5% c. 4 d. 50

27. Cate siruri de 8 biti incep cu 3 zerouri sau se termina cu 2 zerouri?
a. 48 b. 100 c. 1000 d. 2°42°-2°

28. Se considerd algoritmul care genereaza in ordine strict crescatoare toate
numerele formate cu 5 cifre distincte alese din multimea {1, 0, 5, 7, 9} in care cifra din
mijloc este 0. Selectati numarul care precede si numarul care urmeaza secventei de
numere generate: 19075; 51079; 51097

a. 19057, 57019 b. 15079, 71059  c¢. 19057, 59071 d. 15097, 71095

29. Daca pentru generarea tuturor submultimilor unei multimi A = {1, 2, ..., n} cu 1
<n <10, se utilizeaza un algoritm backtracking astfel incat se afiseaza in ordine, pentru
n=3, submultimile {}, {1}, {2}, {3}.{1, 2}, {1,3}, {2,3}, {1, 2, 3}, atunci, utilizadnd
exact acelasi algoritm pentru n = 4, in sirul submultimilor generate, solutia a 7-a va fi:

a. {13} BO{b}66 13. b. $6550} 18. H. §aB6P

30. Pentru a determina toate modalitatile de a scrie numarul 8 ca suma de numere
naturale nenule distincte (abstractie facand de ordinea termenilor) se foloseste metoda
backtracking obtinandu-se, in ordine, toate solutiile 1+2+5, 1+3+4, 1+7, 2+6, 3+5.
Aplicand exact acelasi procedeu, se determind solutiile pentru scrierea numarului 10.
Céte solutii de forma 1+ ... exista?

a.6 b.3 c.4 d.5

0. 6656

19. |



10.

10.3 Probleme propuse

Folosind metoda backtracking sa se genereze in ordine lexicografica cuvintele de
cate patru litere din multimea A={a,b,c,d,e}, cuvinte care nu contin doua vocale
alaturate. Primele 8 cuvinte generate sunt, in ordine: abab, abac, abad, abba, abbb,

abbc, abbd, abbe.

Sa se genereze si sd numere toate permutdrile multimii {1,2,3,...,n} care incep cu
valoarea 1.

Sa se genereze toate delegatiile formate din 5 persoane, obligatoriu minim 2 femei
sa fie participante. Avem la dispozitie b barbati si f femeii.

Se citeste un numar. Sa se genereze toate numerele avand aceleasi cifre ca el. Care
este cel mai mare?

Sa se genereze anagramele unui cuvant dat de la tastatura.
Sa se genereze toate numerele de lungime n formate doar cu cifre pare/impare.

Scrieti un program care sa afiseze toate numerele de n (n<=10) cifre, formate numai
din cifre distincte si care sunt divizibile cu 4.

Sa se genereze numerele mai mici decat n citit care trecute in baza 2 au in
componenta lor exact p cifre de 1.

Sa se genereze toate secventele in cod binar de lungime n. Pentru fiecare secventa
se va genera numarul asociat in baza 10. Sa se genereze toate codurile posibile.

Se citeste un numar natural n. Sa se afiseze toate modalitatile de a-l descompune ca
suma de numere naturale consecutive. Daca acest lucru nu este posibil, se va afisa
mesajul ,,Imposibil”.

Exemplu: Numarul 6 se poate scrie ca urmatoarele sume: 1+2+3.

Numarul 16 nu poate fi scris ca suma de numere consecutive.






10.4 Raspunsuri gi rezolvari

10.4.1 Teste grila

1b 2.4 3.c 4.b 5.c 6.a
7.a 8.a 9.c 10.b 11.c 12.d
13.b 1l4.a 15.b 16.a 17.b 18.a
19.c 20.a 21c 22.c 23.c 24.b
25.b 26.b 27.d 28.a 29.1 30.d

10.4.2 Probleme

1. Rezolvarea problemei se face similar cu generarea aranjamentelor unei multimi,
numerotam literele cu 1,2,3,4,5 (a este 1, e este 5).

#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 10
int x[NR],n, nc;

int folosit[NR];

char af[]l={" ', 'a',
'b','C','d','e'},’

//vom lucra cu
elementelor a are

indicii
indicele 1

int bun (int k)

1f (k>=2)
if (x[k]==1 && x[k-1] ==1
'] x[k]==5 && x[k-1] ==1 ||x[k]==1
&& x[k-1] ==1 || x[k]l==1 && x[k-1]
==5)
return 0O;
return 1;
}
void backr (int k) {
int 1i;
if (k> 4 ) {
nC++,‘
cout<<"Solutia "<<nc<<":";
for (1 =1; i <= 4; i++ )

cout<<al[x|[
cout<< "\n";
}

ill;

else
for (i=1; i<=n; 1i++)
{
x[k]=1i;
if (bun(k)) { // -//daca

elementul curent nu e deja folosit
si e bun (nu sunt doua vocale
alaturate

backr(k + 1 ); //
//genereaza restul permutarii

}
}
}

int main() {
n=>5;
backr (1) ;
cout<<"Sunt "<<nc<<"
solutii";

return 0;

}




2. Plasam valoarea 1 pe prima pozitie si incepem generarea de la cea de-a 2-a, nu

mai punem 1 in x[K].

#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 10
int x[NR],n, nc;

int folosit[NR];

void backr( int n, int k) {
int i;

if ((k >n ) {
nc++;

cout<<"Solutia "<<nc<<":";
for (1 =1; 1 <= n; 1i++ )

cout<<x[i]<<" ";

cout<< "\n";

}

else

for (i=2; 1i<=n; 1i++)

{ x[kl=1i;

if ( !'folosit[x[kl] ) { // -
//daca elementul curent nu e deja
//folosit

folosit[x[k]] = 1; //
//marcheaza-1 ca folosit

backr( n, k + 1 ); //
//genereaza restul permutarii

folosit[x[k]] = 0; //

//demarcheaza elementul
}
Pl

int main() {
cout<<"Dati n:";
cin>>n;
x[1]1=1;

backr( n, 2);
cout<<"Sunt "<<nc<<" solutii";
return 0; }

3. Notez femeile cu 1,2 ..., iar barbatii 1i notez in continuare cu f+1,....f+b.

#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 6
int x[NR], nc,f,b,nf;

int folosit[NR];

void backr (int k) {

int j;
if (k>5)
{
if (nf>=4)
{
nc++;
cout<<"Solutia "<<nc<<":";
for (J =1; j <= 5; j++ )
cout<<x[jl<<" ";

cout<< "\n";
}
}
else
for (int i=1; i<=f+b; 1i++)
{
x[kl=1;

if (!'folosit([x[k]l]) { // -//daca
elementul curent nu e deja
//folosit
folosit[x[k]] = 1;
if(x[k]<=f)
nf++;// //marcheaza-1
ca folosit

backr(k + 1 ); //
//genereaza restul permutarii
folosit([x[k]] = 0;

// //demarcheaza
elementulf (x[k]<=f)

if(x[k]<=Ff)
nf--;
}

o}
int main () {

cout<<"Dati numarul de femei:";

cin>>f;

cout<<"Dati numarul de
barbati:";

cin>>b;

backr (1) ;

cout<<"Sunt "<<nc<<" solutii";
return 0; }



4. Descompun numarul si ii retin cifrele intr-un vector.

#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 10
int x[NR],n,mx,nr,a;

int folosit[NR],cifre[NR];

void backr( int n, int k) {
int i;
if (k> n ) {
=0

nr ;

for (1 =1; i <= n; i++
cout<<x[i];
nr = nr * 10 + x[1];

}
if (nr > mx)
mx = nr;
cout<< "\n";
}
else
for (i=1; i<=n; i++)
{
x[k]=cifre[i];

if ( !folosit[il ) { // -
//daca elementul curent nu e deja
//folosit
folosit[i] = 1; //
//marcheaza-1 ca folosit
backr( n, k + 1 ); //
//genereaza restul permutarii
folosit[i] = 0; //
//demarcheaza elementul
}
+}
int main() {
int 1 = 0;
cout<<"Dati a:";
cin>>a;
while (a)
{
1++;
cifrel[i] = a % 10;
a /= 10; }
backr( i, 1);
cout<<"Cea mai mare valoare
este: " << mx;
return 0;}

5. Citim un sir, calculdm lungimea lui si punem in stiva direct literele lui.

#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 10
int n;
char x[NR];

int folosit[NR];
string s;

void backr( int n, int k) {
int 1i;

if (k >n - 1) {
for (i =0; 1 < n; i++
cout<<x[i];
cout<< "\n";
}

else

for (i=0; i<n; 1i++)
{
x[k]=s[i];

if ( !'folosit([il ) { // -
//daca elementul curent nu e deja
//folosit

folosit[i] = 1; //
//marcheaza-1 ca folosit

backr( n, k + 1 ); //
//genereaza restul permutarii

folosit[i] = 0; //

//demarcheaza elementul
}

}

}

int main() {
cout<<"Dati s:";
cin>>s;
n = s.size();
backr( n, 0);
return 0;



6. In stiva putem pune toate cifrele, conditia de continuitate este ca elementul pus in
x[k] sa fie de aceeasi paritate cu cel din x[k-1];

#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 10
int x[NR],n;

int bun (int k)
{

if(k == 1 && x[1] == 0)
return 0;
if(k > 1)¢{
if(x[k=-11 % 2 == 0 && x[k]
% 2 == 0)
return 1;
else
if(x[k=-11 % 2 !'= 0 &&
x[k] & 2 !'= 0)

return 1;
else
return 0O;

return 1;

void backr (
int 1i;
if (k> n ) {
for (1 =1; i
cout<<x[i];
cout<< "\n";
}
else
for (i=0;

{

int n, int k) {

<= n; 1i++ )

1i<=9; i++)
x[k]l=1i;
if ( bun(k) ) { // -//daca
elementul curent nu e deja
//folosit
backr( n, k + 1 ); //
//genereaza restul permutarii
}
}
}

int main () {
cout<<"Dati n:";
cin>>n;

backr ( n,
return 0;}

1);

7. Punem in stiva cifrele, dar fara 0 pe prima pozitie. La completarea vectorului x,

calculam numarul care are aceste cifre.

#include <iostream>
using namespace std;

#define NR 10
int x[NR],n;
long long num;

int folosit[NR];

int bun (int n)

{
int 1i;
num = 0;
if(x[1] == 0)

i++) {

* 10 + x[1];

return 1;
return 0;
}
void backr (
int 1i;

int n, int k) {

else
for (i=0;

{

i<=9; i++)

x[k]=1i;

if ( !folosit[x[kl] ) { // -
//daca elementul curent nu e deja
//folosit
folosit[x[k]] = 1; //
//marcheaza-1 ca folosit
backr( n, k + 1 ); //
//genereaza restul permutarii
folosit[x[k]] = 0; //
//demarcheaza elementul
}
}
}

int main () {
cout<<"Dati n:";
cin>>n;

backr ( n,
return 0;

1);



if (k> n ) {
if (bun(n))
{
for (1 = 1; i++
cout<<x[i];

cout<< "\n";

i <= n;

)

8. Generam toti vectorii formati doar din 0 si 1 si verificam la fiecare pas sa nu punem
mai mult de p de 1. Tiparim o solutie dacd are exact p de 1.

#include <iostream>
using namespace std;

#define MAX 10
int x[MAX],n,sum,
int bun (int k)

{

P

if (sum<=p)
return 1;
else
return 0;

void backr (int k)
{

int i;

if (k n +1) { // s-a format
o solutie din n elemente

afisare();

}

else

for (i=0;1i<=1;i++)

{

x[k]l=1;
if (bun(k)) {
if(1 == 1)
sum = sum+l; // plasam

elementul 0 sau 1 pe pozitia k
backr (k+1);// mergem la

pasul k+1
if (i==1)
sum = sum-1;}

}

void afisare()
{
int 1i;
if (sum==p)
{
cout<<"{ ";
for (i=1;i<=n;i++)
cout<<x [i]<<" ";

cout<<"}\n";
}
}

int main ()

{

int 1i;
cout<<"n= ";
cin>>n;

cout<<"p= ";
cin>>p;
backr (1) ;
return 0;

9. Generam toti vectorii formati doar din 0 si 1. La afisarea unei solutii calculam
numarul din baza 10 care are aceasta descompunere 1n baza 2.

#include <iostream>
using namespace std;

void backr (int k)

{

int 1i;



#define MAX 10 if (k == n +1) { // s-a format
int x[MAX],n,sum, p; o solutie din n elemente
afisare();
void afisare() }
{ else
int i; for (i=0;1i<=1;1++)
cout<<"{ "; {
int sum=0; x[k]=1i;
for (i=1;i<=n;i++) backr (k+1);// mergem la
{ pasul k+1
cout<<x[i]<<" ";
sum = sum*2 + x[1]; }
} }
cout<<"} "<<" este descompunerea int main ()
numarului "<<sum <<"\n"; {
} int 1i;
cout<<"n= ";
cin>>n;
backr (1) ;
return 0;
}

10.Calculdm suma la fiecare pas.

#include<iostream> for(j=x[k-11+1;j<=n-sum; j++)
if (J==x[k-11+1 || k==1)
using namespace std; {
#define MAX 10; x[kl1=7;
int n, nr,x[20]; back (k+1, sum+j);
}
void afis (int k) }
{ int 1i;
nr++; int main ()
cout<<"Solutia:"<<nr<<":"; {
for (i=1;i<=k;i++) cout<<"Dati n:";
cout<<x [i]l<<"™ "; cin>>n;
cout<<endl; nr=0;
} back(1,0);
if (nr==0)
void back(int k, int sum) cout<<"Imposibil";
{ int 3 return 0;
if (sum==n && k>2) }
afis(k-1);

else
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